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ÂNGULOS. COMPLEMENTO, SUPLEMENTO E 
REPLEMENTO DE UM ÂNGULO DIVERSAS 
ESPÉCIES DE ÂNGULOS. MEDIDAS DE ÂNGULOS. 

Ângulo é a ligara formada por duas semi-relas que 
parlem do mesmo ponto ou que têm a mesma origem. 

A origem ou ponto comum às duas semi-relas, é o vér¬ 
tice do ângulo; as semi-retas são os lados do ângulo. 

Podemos obter um ângulo se imprimirmos a uma semi- 
rela, um movimento de rolação em tôrno de uma de suas 
extremidades, em um sentido qualquer, de modo (pie ela não 
saia do plano. 

Assim sendo, podemos imprimir à semi-reta uma ro¬ 
lação completa em tôrno do ponto e teremos um ângulo de 
uma volta, ou um ângulo cheio, no valor de 360°; podemos im¬ 
primir um movimento que corresponda à uma metade de 
volta e leremos um ângulo de meia volta eu um ângulo raso, 
correspondendo a 180°. O giro da semi-reta poderá corres¬ 
ponder, apenas a 1 / 4 de volta e leremos um ângulo reto ou 
um ângulo de 90°. 

Evidentemenfe que a semi-reta em seu movimento de 
rotação ocupa um sem número de posições intermediárias, 










em relação às citadas e formará ângulos de diversos valores 
que, em resumo, poderão ser menores que 90° e maiores 
que 90°. 

Teremos então: ângulos agudos, quando menoies que 
<K)° e ângulos obtusos para os maiores que ÍSO". 




Ângulo de 1 /2 volta ou raso 


Angulo obtuso 


Ângulo de 1/4 devolto ou reta 


Ângulo agudo 
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Aiiyulos adjacentes .— Dois ângulos sàu ud juceules 
qutrndo têm um lado comum e os outros doÍ 9 lados de um 
lado e do outro, do lado comum 



FIG. 2 


O B é o lado comum. 

Os ângulos AOB e BOC, são adjacentes. 

Ângulos opostos pelo vértice — São dois ângulos tais que 
os lados de um dêles são os prolongamentos dos lados do 
outro. 



FIG. 3 


Os ângulos AOB e DOO, são opostos pelo vértice 
(iguais). 

Os ângulos AOD e BOO, são oposlos peio vértice 
(iguais). 

Os lados do ângulo DOC, são os prolongamentos 
dos lados OB e OA, do ângulo AOB e vice-versa. 















7 fartum 7 


Dois ângulos opostos pelo vértice sao iguais. 

Relação: 

ângulo AOB = ângulo I) O C 
ângulo A O 1) = ângulo B O C 

ÂNGULOS COMPLEMENTARES, SUPLEMENTARES 
E REPLEMENTARES 

Dois ângulos são: 

Complementares: quando sua soma é 90° 



Os ângulos AOB e B O D adjacentes (lado O B 
comum) são complementares porque 

ângulo AOB + ângulo B O D — 90° (V* de volta) 

Suplementares: quando somados valem 180 ou quando 
adjacentes os lados não comuns estão em linha reta. 


C 



12 


Os ângulos A O C (s) e GOB(r), adjacentes (lado 
comum OC) são suplementares, pcrque 

ângulo A O C + ângulo COB= 180° ( l / 2 volta) 

Replementares: Quando somam 360° 

Bissetriz — Bissetriz de um ângulo é a semi-reta interior 
ao ângulo, com origem no vértice e que divide o ângulo ao 
meio. É também, o lugar geométrico dos pontos que equidis- 
tam dos lados do ângulo. 

(Entende-se por Ligar geométrico a um conjunto de 
pontos que gozam de unia mesma propriedade, que lhes é 
peculiar. 


n 



Na figura 6, A ü B é o ângulo e O C a bissetriz. 

üs pontos O, M, N e P eqiUdistam dos lados do ângulo, 
isto é, a distância de M ao lado A O é m e também é m a 
distância do ponto M ao lado O B. O mesmo poderiamos dizer 
pura os pontos X e P ou qualquer outro que pertencer a 
bissetriz do ângulo. 


13 




















Teorema 2 

As bissetrizes de dois ângulos adjacentes suplementares, 
são perpendiculares, isto é, cortam-se em ângulo reto. 



Na figura 7 temos os ângulos adjacentes suplementures 
A ü C e (’0B; suas bissetrizes são respectivamente 0M 
e O N. 

O ângulo M ON = 90° 

Teorema 3 

As bissetrizes de dois ângulos opostos pelo vértice estáo 
em linha reta e cortam-se segundo um ângulo de 90°. 



M 


Na figura 8, os ângulos A ü C e B O D, são opostos pelo 
vértice. As bissetrizes dêles são OM e ON que é a linha 
reta MN. 

O mesmo se poderá dizer dos ângulos AUBeCOD que 
também são opostos peio vértice e cujas bissetrizes são O P e 
O Q, que formam a reta P Q. 

As retas M N e P Q, se cortam em ângulo reto, isto é, são 
perpendiculares. 

Teorema í 

Todos os ângulos retos são iguais. 

Medidas de ângulos 

Em virtude do teorema 1 o ângulo reto é uma grandeza 
angular determinada podendo ser tomado como unidade 
para medida de ângulos e representado pela letra r. 

Como toda unidade de medida tem múltiplos (sem de¬ 
signações especiais) e submúltiplos, dos quais o único que 
tem denominação é o que representa a centésima parte do 
ângulo reto (0,01 r) e que se chama grado, que se abrevia 
por g ou gr. 

É o sistema decimal para medir ângulos. 

0 sistema complexo também é empregado na medição 
dos ângulos e a unidade desse sistema é o grau sexagesimal 
ou simplesmente grau e que se representa por um pequeno o 
sôbre e a direita do número. 

Sabemos que o grau tem 60 minutos (60*) <> o minuto 
60 segundos (60”). 

Do exposto conclui-se que 

1 reto = 90° = 100 

Um regra de três simples, permite transformar graus em 
grados ou vice versa, como mostraremos oportunamente. 


















EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 

1) () ângulo A = 80°. Calcular: 

a) o seu complemento 
1)) o seu suplemento 
c) o seu replemento 

Depois do que foi dito com relação a ângulos comple¬ 
mentares, suplementares e replementares, podemos escrever: 

a) A + x = 90° (complementares) 

80 + x = 90° e x = 10° 

1)) A + v = 180° (suplementares) 

80 + y = 180° e y = 100° 

c) A + z = 360° (replementares) 

80 + z ss 360° c z = 280° 


O 




2) Dado o ângulo A igual a 73° 20' 18", achar: 

a) o seu complemento 

b) o seu suplemento 

c) o seu replemento 

Do mesmo modo leremos: 

a) A + x = 90° (complementares) 

73° 20' 18” + x = 90° 


Teremos: 

90° = 89° 59’ 00” 

A = 73" 20’ 18" 

(complemento) x= 16" 39’ 12” 

b) A + v = 180° (suplementares) 

73° 20" 18” + y = 180° 
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Teremos então: 



180" = 179" 39’ 00" 

A = 7T 2<r 

(suplemento) y = 106° 39’ 12” 

c) A -! z — 360" (replementares) 

73° 20’ 18” + z = 360° 

360° = 359° 59’ 60” 

A= 73° 20' 18" 

(replemento) z = 286° 39’ 42” 

3) Dois ângulos são complementares; calcular êsses ân¬ 
gulos nos casos abaixo: 

a) o maior é o l ri pio do menor 

b) um dêles é a quarta parte do outro 

c) a diferença entre eles é de 12" 

a) Se um dos ângulos fôr x o outro será 3 x. 
Como são complementares: 

x + 3 x — 90° ou 
4x = t:0" c x^22° 30’ 

O outro que é 3 x, será 

3 x 22° 30’ = 67° 30’ 

x 

b) Se um dos ângulos fòr x o outro será- 

4 
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Como sãu suplementares: 


xH—= 180 " o u 

4 


r> X - 72U M e 
x = 144 ü 


O outro — será : 
4 

144° 

4 


38° 


s> 


'■!*/ 


c) Se um dêles fôr x, o outro será: 

90— x 

Como a diferença entre èles é 12°, teremos: 

x — (90 — x) = 12 ou 
x — 90 + x =12 ou 
2 x = 102 e x = 51 0 


O outro será: 

90° — 51° = 39° 

4) Qual o ângulo que excede o seu complemento de 38 o ? 

Se chamarmos o ângulo de x, o seu complemento 
será 90 — x. 

O problema permite escrever: 
x _ (90 —x) = 38° ou 2 x = 128° e x = 64° 
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5) Dois ângulos adjacentes têm os lados exteriores em 
linha reta. 

Calcular esses ângulos sabendo que èle s sâo ex¬ 
pressos em graus, respectivamente por: 

10 x +- 26° e 6 x +- 5 o 

Vimos no início do capítulo que dois ângulos adja¬ 
centes nas condições do problema, não suplementa¬ 
res; então: 


10 x +- 25° + 5 x + 5 0 = 180° ou 
15 x = 150 e x = 10 

Os ângulos que, expressos em graus, valem 

10 x 4- 25 ou 10 x 10 +- 25 = 125° e 

5x4-5 ou 5 x 104-5 = 55° 

(i) Calcular dois ângulos opostos pelo vértice que, em 
graus, são expressos respectivamente por 

8 x + 3 o e 9 x — 2 o 

Vimos no início do capítulo que dois ângulos opostos 
pelo vértice são iguais; assim sendo: 

8 x +- 3 o = 9 x — 2 o e x = 5° 


corno os ângulos são 

8 x + 3 e 9 x — 2 teremos: 

8 X 5° 4 - 3 o = 43° e 9 X 5 o — 2° = 43° 


1? 















7 ) Em lôrno de um ponto de uma reta e do mesmo lado 
traçam-se três ângulos: o primeiro é expresso em 
graus por 2x + 15, o segunde, por 5 x — 5 e o ter¬ 
ceiro por 6 x + 25. Calcular êsses ângulos. 



FIG. 9 


Vimos que os ângulos formados em tòrno de um 
ponto e do mesmo lado de uma reta é um ângulo 
raso ou de meia volta e que vále 180". 


Então: 


2 x + 15 -f 5x — 5 + 6 x-f 25 = 180° ou 
13x + 35 = 180° e 

145 11 

x =-=11" 9’ 13”- 

13 13 


Então: 


Ângulo A 0 B = 


2 X ^11° 9’ 13”— ^ 4-15° 


9 9 

— 22° 18' 27”— 4-15° = 37° 18’ 27”— 
13 13 
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O ângulo BOC =5 ^ 11° 9' 18” ^ jj - 50 

3 3 

_ 55° 46’ 9” — — 5 o = 50° 46’ 9” — 

13 13 

O ângulo COD =6 ^11° 9 13 — ^ — 

1 1 

— 66 ° 55 » 23”-f- 25° = 91° 55’ 23” — 

13 13 

8 ) Achar a medida no sistema decimal do ângulo 
de 40°. 

Já vimos que 

90° correspondem a 100 ír 

Então 

90° — 100 ST 
40° — x 

* x 100 X40 = 444 er 

90 

9) Achar a medida no sistema decimal do ângulo de 
37° 7’ 30” 
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Sabemos q U e 


90° = 324000” — H)0* r 
37° 7’ 30”= 133650” — x 

133650 X 100 

x =---= 41,25 

324000 


10) Achar a medida no sistema sexagesimal <| 0 ângulo 
de 42,508 * r . 


Como nos exemplos anteriores 


90° — 100 ■* 
x — 42,508 


_ 90 X 42,508 
100 


38° 15* 25 ”,92 


11) Calcular o complemento do ângulo de 74,81 grados. 

O complemento é o que falta ao ângulo para 100 
grados; então 


100 — 74,81 =25,19*'. 

12) Achar o suplemento do ângulo de 127,43 grados. 

O suplemento é o que falta ao ângulo para com¬ 
pletar 200 grados; então: 

200 — 127,43 = 72,57 *' 
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EXERCÍCIOS A RESOLVER 


1) O ângulo A = 53°: Calcular; 

a) o seu complemento 

b) o seu suplemento 

c) o seu replemento 

Resp.: a) 37°; b) 127° c) 307“ 

2) Dado o ângulo A = 87° 45’ 37”, achar: 

a) seu complemento 

b) seu suplemento 

c) o seu replemento 

fa) 2° 14’ 23” 

Resp.: \ b) 92° 14’ 23” 

|c) 272° 14’ 23” 


- 3) 


Dois ângulos são suplementares; calcular esses ân¬ 
gulos sabendo '• 


1. ° — o maior é o quádruplo do menor 

2 . ° — um deles é 3 /a do outro 

3. ° — que sua diferença é 23" 11’ 15” 


fl.°) 36° e 144" 

Resp.: {2.°) 108° e 72" 

L3.°) 101 u 35' 37”,5 c 
78° 24’ 22”,5 


.41 


4) 


Qual o ângulo que excede o seu suplemento de 
15° 28’ 49”. 

Resp.: 97° 44’ 24”,5 


5 ) O dôbro do complemento de um ângulo, aumentado de 
32°. é, igual ao seu suplemento. Qual é êsse ângulo? 

Resp.: 32° 
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6 ) 

7) 

a 8) 

9) 

• 10 ) 

* 11 ) 

12 ) 


A soma de dois ângulos mede 42°. Um dêles é a têrça 
parte do complemento do outro. Calcular êsses 

ângulos. Resp.: 18 o e 24° 


A diferença entre dois ângulos complementares é de 
27° 32’. Calcular os dois ângulos. 

Resp.: 58 o 46’ e 31° 14’ 


Dois ângulos opostos pelo vértice são expressos em 
graus respectivamente, por 5x -f- 2 o e 2x -f 44°. De¬ 
terminar o valor desses ângulos. Resp • 'Rjju 

W 

Dois ângulos adjacentes tèm os lados externos em 
linha reta. Um dêles é expresso em graus por 
2x -j- 5 o e o outro por x + 7 o . Determinar êsses 
ângulos. Resp.: *47°% 63° 

Em tòrno de um ponto e do mesmo lado de uma 
reta, traçam-se três ângulos. O primeiro é expresso 
em graus por 2 x -f 10 "; o segundo por 3 x — 5 o e o 
terceiro, por 7 x + 7". Determinar esses ângulos. 

Resp.: 38 o ; 37 o e 105° 

Em tòrn 0 de um ponto sobre um plano traçam-se 
três ângulos expressos em graus respectivamente por: 

7 x -f-10°; 6 x -f- 30° e 4x — 20 °. Calcular êsses três 
ângulos. Resp.: 150°; 150° e 60° 

Em tòrno de um ponto, sòbre um plano traçam-se 
os ângulos a, b, c, d. Calcular êsses ângulos 
sabendo que a e c são complementares; que 
a diferença entre os outros dois é 30° e que a c 
o dobro de c. Resp.: a) = (50°; b) = 150"; 

e) = 30° e d) = 120°. 
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* 13) Em tòrno de um ponto traçam-se quatro ângulos 

a, b, c e d. O ângulo a é reio, o ângulo b tem mais 5 o 
que o suplemento de cl e o ângulo d é a soma dos 
ângulos b e c diminuida de 50°. Achar os ângulos 

b, c e d. 

Resp.: 75°; 85° e 110° 

* 14) Em tòrno de um ponto e do mesmo lado da reta, tra¬ 

çam-se os ângulos a, b, c, e d. Calcular esses ângulos 
\ sabendo que a e c são complementares e que a dife¬ 

rença entre os outros dois é de 40° 12’ 27”,8 e que 
c é o triplo de a. 

f a = 22° 30’ 

'» Resp.: J b = 65° 6’ 13”,9 

1 c = 67° 30’ 

d = 24° 53’ 46”,1 


* 15) Em tòrno de um ponto estão formados quatro ân¬ 

gulos proporcionais aos números 2, 3, 5 e 8 . Deter¬ 
minar esses ângulos. 

Resp.: 40°; 60°; 100° e 1(30° 


r 


-j" 16) Determinar a medida do ângulo formado pelas bis¬ 

setrizes de dois ângulos adjacentes sabendo que o 
primeiro vale V* do seu suplemento e 0 segundo 1 / 5 ^ 

1 de seu replemento. . * ~ 0 

S *0^9 , / * RESP ’ : & 

- / -r l ~ —. I z wgfrvân - 




no 


•4- 17) Por úm ponfo jfo de üma reta MN traçam-se, do 

mesmo lado da reta, os segmentos O A e O B, for¬ 
mando os ângulos MOA, AOB e BON. As bisse. 
trizes dos ângulos formados são OP; OQ e OR. Cal¬ 
cular os três ângulos sabendo que o ângulo MOQ = 
” 115° e o ângulo POR é igual a 105°. 


A 

X 4. 


A 

X. 


* 


//> ° 

ffn-fc-rjf) _/oj 



z. 

















18) Achar a medida no sistema centesiniâl do ângulo 
de 45°. 

. * Resp. : 50 * r 

i , dfCLiu^r 

19) Achar a medida no sistema sp.nte.simal do ângulo de 
16° 36’ 18". 

Resp.: 18,45^0^ 

“h 20) Achar a medida no sistema sexagesimal do ângulo 
de 33,676 

Resp.: 30 o 18’ 30”,24 

21) Achar o complemento do ângulo de 45 grados. 

Resp.: 55 grados 

22) Achar o suplemento do ângulo de 97,831 grados. 

Resp.: 102,169 tr 

-j- 23) A soma do complemento, do suplemento e do reple- 
mcnlo de uni ângulo é 573,21 grados. Achar as me¬ 
didas ce&tesrmal e sexagesimal desse ângulo. 
ctíúCUAj*/? 

Resp.: 42£6* r e 38° 2’ 2^4- 




n "*z. 


T 


TRIÂNGULOS 


Triângulo é o polígono de tres lados ou uma parte do 
plano limitado por tres retas que se encontram duas a duas. 
É o mais simples dos polígonos. 

Seus elementos principais são: os tres ângulos e os tres 
lados. Qualquer dos lados que fique para baixo é a base do 
triângulo. 

Os elementos secundários são: 

Ângulos externos — são os ângulos formados por um 
lado "qualquer com o prolongamento de qualquer dos lados 
contíguos. 

Alturas — são os segmentos das perpendiculares traça¬ 
das de cada vértice sôbre o lado oposto ou seu prolonga¬ 
mento. 

Medianas — são os segmentos que ligam os vértices aos 
meios dõs lados opostos. 

Bissetrizes internas — são os segmentos das bissetrizes 
dos ângulos internos compreendidos entre cada vértice e o 
ponto de encontro com o lado oposto. 

Bissetrizes externa s — são os segmentos das bissetrizes 
dos ângulos externos compreendidos entre os vértices e os 
pontos de encontro com os prolongamentos dos lados 
opostos. 
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Mediatrizes — sãu as perpendiculares levantadas pelos 
pontos médios dos lados do triângulo. 

Períme tro — É a soma dos lados. 

De um modo geral, denominamos ceviana, qualquer seg¬ 
mento de reta que liga um vértice do triângulo a um ponto 
qualquer do lado oposto. Assim sendo, as alturas, medianas e 
bissetrizes internas, são cevianas do triângulo. 

CLASSIFICAÇÃO DOS TRIÂNGULOS 

Com relação aos lados, os triângulos podem ser: 

Equiláter o : lados iguais (ires ângulos iguais; também 
chamado equiângulo). 

Isosceles — dois lados iguais e um diferente (o 
lado desigual, geralmente é a base. Dois ângulos iguais e 
um diferente). 

Escaleno : três lados diferentes. 

Com relação aos ângulos, os triângulos podem ser: 

Acutânaulo — o que tem tres ângulos agudos. 

Retângulo — o que tem um ângulo reto. 

Obtusângul o — o que tem um ângulo obtuso. 

No triângulo equilátero as alturas, bissetriz e mediana 
traçadas do mesmo vértice, coincidem. 

No triângulo isosceles, apenas ocorre aquela coincidên¬ 
cia com, as cevianas relativas ao lado diferente. 

No triângulo retângulo os lados teem nomes especiais; 
os lados que formam o ângulo reto, são os catetos e o lado 
oposto ao ângulo reto é a hipotenusa 

CONGRUÊNCIA DE TRIÂNGULOS 

l.° caso 

Dois triângulos são congruentes, ou iguais por super¬ 
posição, quando teem um lado igual, adjacente a dois ân¬ 


gulos respectivamente iguais. (ALA; Ângulo, Lado e 
Ângulo). 


2. ° caso 

Dois triângulos são congruentes, quando leem um ân¬ 
gulo igual compreendido entre lados iguais respectiva¬ 
mente (LAL; Lado, Ângulo e Lado). 

3. ° caso 

Dois triângulos são congruentes quando teem os tres 
lados iguais (LLL; Lado, Lado e Lado). 

Tratando-se de t riângulos retàmmlos. além dos três 
casos apresentados e que, por serem gerais, se aplicam à êles, 
existem ainda os seguintes: 1°)/u# -z^y 

uy Dois triângulos retângulos são congruentes quando têm 
a hinotenusa igual e um c ateto igua l. 

•5 a J Dois triângulos retângulos são congruentes, quando 
têm hinotenusa igua l e um ângulo agu do igual. 

Teorema 1 

Em qualquer triângulo cada lado é menor que a soma 
dos outros dois e maior que sua diferença. 


f) 



Na figura 1 

a, b e c — lados do triângulo. 
Relação 

a < b + c e c > a — b 













Teorema 2 

Em qualquer triângulo, ao maior lado opõe-se o maior 
ângulo. 

Na figura 1, o lado a é evidentemenle, o maior; então 
o ângulo A é o maior. 


T eorem a, 3 (Lei angular de Tales) 

A soma des ângulos internos de um triângulo é igual a 
dois ângulos reíos. 



— 


A 


A, B e C — ângulos do triângulo. 


Relação 


A + B + C= 180° 


Coralario 1 

Cada ângulo externo de um triângulo é igual à soma 
dos internos não adjacentes. 

Na figura 2 

MAC é um ângulo externo. 

Relação 

ângulo MAC = B -f C 
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C orolário 2 

Os ângulos agudos de um triângulo retângulo são com¬ 
plementares. 


Relação 

ângulo B -j- ângulo C = 90° 


Teorema 


A bissetriz interna de um ângulo de um triângulo forma 
com o lado oposto dois ângulos cuja diferença é igual à di¬ 
ferença entre os outros dois ângulos do triângulo. 



FIG. 3 


Na figura 3 

ABC — triângulo 

AD — bissetriz do ângulo A 

m e n — ângulos formados pela bissetriz com o lado BC 


Relação 


u — m = B — C 
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[ Teorema 5 I 

0 ângulo formado pela bissetriz interna e pela altura 
que partem do mesmo vértice de um ângulo de um triângulo 
é igual à semi-diferença dos outros dois ângulos do triângulo. 


Na figura 5 

ABC — triângulo retângulo 

AM — mediana relativa à hipotenusa 

m e n — ângulos da mediana com a hipotenusa 


Relação 


[ Teorema 7| 


O ângulo formado pelas bissetrizes internas de dois ân¬ 
gulos de um triângulo é igual a um ângulo reto (90°) mais 
a metade do terceiro ângulo. 


Na figura 4 
ABC — triângulo 

AH — altura traçada do vértice A 

AS — bissetriz do ângulo A 

SAH — ângulo da altura com a bissetriz 


Relação 


Teore ma 6 j 

A media na relativa à hipotenusa de um triângulo re¬ 
tângulo forma dois ângulos com a hipotenusa, sendo cada 
um o dôbro de cada um dos ângulos agudos do triângulo 


ABC — triângulo 

CN c AM — bissetrizes dos ângulos A e C 
APC — ângulo formado pelas bissetrizes de A e C 


Relação 













a 


I Teorem a <S‘ 

O ângulo formado polas bissetrizes externas de dois ân¬ 
gulos externos de um triângulo é igual a um ângulo reto 
\ (90°) menos a melade do terceiro ângulo. 



Na figura 7 
ABC — triângulo 

AM e BN — bissetrizes dos ângulos externos em A o B 
APB — ângulo das bissetrizes acima mencionados. 

Relação 

r 

ângulo APB — 1H>°-— 

| T eorem a 9 ^ 

O ângulo das altura e mediana relativas à hipotenusa 
é igual à diferença entre os ângulos B e C. 



b\ f V 



Na figura 8 

ABC — triângulo retângulo 
AH — altura relativa à hipotenusa 
AM — mediana relativa à hipotenusa 
p — ângulo da altura com a mediana. 


Relação 


ângulo p = ângulo B — ângulo C 


j Teorema Mi 


O ângulo da altura com a bissetriz relativas à hipote¬ 
nusa é igual à semi diferença dos ângulos da base. 



f 


3-6 


Na figura !) 

ABC — triângulo retângulo; A — 90° 
AH — altura relativa à hipotenusa 
AN — bissetriz do ângulo reto A 

A 

m — ângulo da altura com a bis etriz 


Relação 


ângulo B — ângulo C 
2 


ângulo m = 
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Teorema 11 j 

A reta que une os meios dos lados de um Iriângulo é 
paralela ao terceiro lado e igual à sua metade. _ 



FIG. 10 (x. 


Na figura 10 

ABC — triângulo qualquer 

EeD— pontos médios dos lados AB e AC, respectiva¬ 
mente 

DE — paralela a BC 
Relação: 



2 


EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 

1) Pode-se construir um triângulo lendo como lados, 
segmentos de 5cm; 9 cm e 14 cm? 

Resp. : Não; um lado não é menor 
que a soma dos outros dois 

2) Calcular os lados de um triângulo kosceles cujo 
semi-perímelro mede 7,5 m e cuja soma dos seus 
lados iguais c o quádruplo da base. 
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Se o scmi-perim*Uu é 7,5 m é porque o pcrimçtro é 
2 X 7,5 = 15 m. O perímetro de um triângulo isós- 
celes pode ser expresso por 

a -f 2b 

que no caso é 15 m. Então 
a + 2b = 15 

O problema diz que a soma dos lados iguais (b) é o 
quádruplo da base; então 

2b = 4a e b=2a 

Então 

a 4- 4 a = 15 e a = 3 m. 

Os lados iguais são pois (juntos) 

15 m — 3m = 12m e 

r ■ 

cada lado valerá 

12 -r- 2 = 6m 

3) No triângulo ABC, o ânguio A mede 50°. Calcular os 
outros dois ângulos do triângulo cuja diferença 
é 40° 

O teorema 3 diz que: 

A 4- B 4- C =180° 

Se A = 50° 

B 4- C = 130° e como B — C = 10" 

Segue-se que 

B = 85° e C = 45° 
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1) Calcular os ângulos internos de um triângulo ABC 
sabendo que a soma de seus ângulos externos B’ e C’ 
é igual a 230° e que a diferença entre os ângulos 
B e C é igual a 10°. 


ff 



O problema diz que B’ e C\ ângulos externos, so¬ 
mados dão: 

B’ + C’ = 230° (1) e que 

B — C = 10° (2) 

Considerando que B’ 180° — Be que C’ = 180° — C, 
viem* depois de substituirmos êsses valores em (1) 

180° — B + 180° — C = 230° 

360° — 230° = B + C 

130° = B + C 

Como 

B — C = 10° 
segue-se que 

B = 70" e C = fi0° 

Consequentemen te 

A = 180° — (B + C) = 

= 180° — 130° = 50° 
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5) Num triângulo isosceles o ângulo do vértice mede 
50°. Calcular os ângulos externos da base. 



D triângulo sendo isosceles, os ângulos B e C, são 
iguais. 

Como 

A + B + C = 180° ou 
A + B + B = 180° ou 
50° + 2 B = 180° ou B = 65° 

Então 

C = 65° 

Os ângulos B’ e C’, como suplementos de B e C res¬ 
pectivamente, valem 

B’ = C* = 180° — B = 180° — 65° := 115° 

6) Num triângulo ABC, o ângulo HAS formado pela 
altura AH com a bissetriz ÀS é de 10°. Calcular os 
ângulos internos do triângulo; sabendo que a di¬ 
ferença entre os internos B e C é a terça parte de A. 
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I 






O teorema 5 nos permite escrever 



10 = ^-— e B — C = 20° 

2 

O problema diz que 

B — C — ———A, então 

3 

JL A = 20° e A = 60° 

3 

A lei angular de Tales diz que 

A + B + C = 180° 

60° + B + C = 180° ou 
B + C = 120° 

Sendo 

B — G 20° teremos 
B =ã 70° e C — 50° 
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7) No triâgulo ABC, o ângulo que as bissetrizes in¬ 
ternas AS e CM formam entre si é de 120°. Calcular 
o ângulo formado pela altura AH com a bissetriz AS, 
sabendo que o ângulo A do triângulo é o quíntuplo 
do ângulo C. 


ti 



O teorema 7 diz que 

B 

ângulo APC = 90° d- 

2 


No caso do problema 

B 

120° = 90° d- 

2 

B 

= 30° e B = 60° 

2 

Sabemos que 

A d- B d- C = 180° 

De acordo com os dados do problema 

A = 5 C e então: 

5 c d- 60° -f C = 180° ou 
6 C = 120° e C = 20° 
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Finalmente 


A = 5 C = 100° 


O ângulo 

HAS sendo 


B —C 
2 


temos: 


60° — 20° 

HAS =-— 20° 

2 

8) Sendo dado o triângulo ABC, tal que B = 30°, 
C = 80°, transportam-se sôbre AB, os comprimentos 
AD e AE, iguais a AC. Depois ligam-se os pontos 
E e D a C. Calcular os ângulos ADC e BEC. 


c 



De acôrdo com os dados do problema os triângulos 
ECA e CAD, são isosceles 
Temos então que 

AEC + ECA = 180° — 70 u = 110° 

Mas 

AEC-= ECA então 
AEC + AEC = 110° e 
AEC = 55° 
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O ângulo BEC é suplemento do ângulo AEC, então 
BEC = 180° — AEC = 180° — 55° = 125° 


Por outro lado o ângulo CAD é suplemento do ân¬ 
gulo EAC (70°) 

Então 


CAD = 180° — 70° = 110° 


Temos que 


ACD = ADC e também: 


ACD + ADC = 180° —110° = 70° 
2 ADC =70° e 


ADC = 


70° 


2 


= 35° 


9) No triângulo retângulo ABC a bissetriz do ângulo 
reto faz com a hipotenusa dois ângulos cuja dife¬ 
rença é 40°. Calcular os ângulos agudos do triângulo. 

O teorema 4 diz que 


m — n = B — C ou 
40 = B — C 

Atendendo a (pie B + C = 90°, por ser retângulo o 
triângulo, teremos 

B — C = 40° c 
. b’-|- C . • !I0° 

cuja solução dá 

B = 65° e C = 25® 











10) Num triângulo retângulo ABC, a diferença eu Ire os 
ângulos agudos é de 38°. Calcule os dois ângulos for¬ 
mados pela hipotenusa BC com a mediana AM re¬ 
lativa à hipotenusa. 

E.N.C. Dutra — 1953 



O problema diz que 
B — C = 38° 

Já vimos que 

B + C = 90° (no triângulo retângulo) 

Essas duas equações dão 

B = 64° e C = 26° 

Como 

AM = — 

2 

os triângulos MAB e MAC são isósceles. O ângulo B 
sendo 64° o ângulo BAM também será 64° e o ângulo 
AMB, terá para valôr; 

AMB = 180° — 2 X 64° = 52° 
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Do mesmo modo, o ângulo C, sendo igual ao ângulo 
MAC, ambos valem 26° e o ângulo AMC, valerá: 

AMC = 180° — 2 X 26 = 128° 

O resultado poderia ter sido obtido se achássemos 
o suplemento do ângulo AMB. 


EXERCÍCIOS A RESOLVER 

\ 

1) Com os segmentos de 8m 5m e 12m, pode-se cons¬ 
truir um triângulo? 

Besp. : Sim, porque 12 < 8 -J-5 


2) Os Ires ângulos de um triângulo medem em graus, 
respectivamente x -f- 36°, 2x —15° e 3x — 39°. Cal¬ 
cular os Ires ângulos. 

Resp.: 51 o ; 60" c 69 o 

3) Num triângulo escaleno, cada ângulo agudo excede 
o precedente de 10°. Calcular os ângulos do triângulo. 

Resp. : 50° 60’ e 70° 

4) Calcular os lados de um triângulo isósceles cujo 
semi-perímetro é 12m, sabendo que a soma da base 
oom um dos outros dois lados é igual ao triplo do 
terceiro lado. 

Resp.: 6m; Om e 12m. 

5) No triângulo ABC o ângulo A mede 15°. Calcular os 
ângulos desse triângulo, sabendo que o ângulo B é o 
quádruplo do ângulo C. 

Resp.: 27 o e 108° 
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6) Calcular os ângulos internos de um triângulo ABC 
sabendo que a soma dos externos B’ c G’ é igual a 
210° e que o interno B é o triplo do interno C. 

Resp.: A = (i0 o ; B = 90° e C = 30° 

7) Calcular os ângulos de um triângulo ABC sabendo 
que o externo B’ excede C’ de 30° c que o interno C 
é o triplo de B. 

Resp. : A = 120°; B = 15° c C = 45° 

8) Um ângulo externo da base de um triângulo isós- 
celes vale 105°. Calcular o ângulo do Vértice. 

Resp. : 30° 

9) Num triângulo retângulo, um ângulo agudo é o dobro 
do outro. Calcular os ângulos agudos do triângulo. 

Resp.: 30 o e 60° 

• . 10) Num triângulo isósceles o ângulo do vértice é i / B de 
um ângulo externo da base. Calcular os ângulos dêsse 
triângulo. 

Resp. : A = 120°; B = C = 30° 

11) A razão entre os ângulos agudos de um triângulo re¬ 
tângulo é 2 /z- Calcular êsses ângulos. 

Resp.: 36 o e 54° 

^ 12) Num triângulo ABC,, o ângulo HAS formado pela 
altura AH com bissetriz interna AS é de 10°. Cal¬ 
cular os ângulos internos do triângulo sendo o ân¬ 
gulo C igual a 7» do ângulo B. 

Resp.: A = 80; B = 60° e C = 10" 
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No triângulo ABC calcular o ângulo formado pela 
altura AH com a bissetriz AS, quando a diferença 
entre os ângulos que a bissetriz AS forma com o lado 
oposto BC é de 20°. R . iao 


Num triângulo retângulo isósceles calcular o ân¬ 
gulo que formam as bissetrizes internas de dois ân¬ 
gulos desiguais. 

E.N.C. Dutra — 1951 Resp.: 112° 30 


Num triângulo isósceles ABC o ângulo externo em 
(A) é igual a um quinto da soma dos outros dois 
ângulos externos (em B e em C). Calcular os ângulos 
internos dêsse triângulo. 

E.N.C. Dutra — 1953 Resp.: 120°; 30°; 30° 


16) Na figura abaixo CD é a bissetriz do ângulo ACB 
Qual o valor do ângulo x 


Resp. : 36' 


e DBC são triângulos isósceles. O ân- 
quádruplo do ângulo ACD. Calcular 











o x em função do ân 


28) Na figura, exprimir o 
guio m, n e p. 


o ângulo BAC sabendo-se que a suma dos ângulos 
da base do triângulo DBG vale 60°. 


Os ângulos internos de um triângulo medem 80°, 10° 
e 00°. Calcular ps ângulos internos do triângulo for¬ 
mado pelos suportes das bissetrizes externas 
do triângulo dado. 

C. Naval — 1963 Resp.: 50 o ; 00° e 70° 


Num triângulo ABC, o ângulo B = 35° e o ângulo 
C = 75°, as alturas relativas aos lados AB e AC cor- 
lam-Se em I. Calcular o ângulo BIC. 


formam um ângulo de 118° 15’ 37” e o ângulo C 
do triângulo é a têrça parte do ângulo A. Calcular 
o ângulo que a bissetriz externa AT faz oom a altura 
4 AH do triângulo. Resp. : 1G2 Ò jfrf 31 ”,25 

mo'#* $£***&* >’■’ cmjg 

21) Num tmuigulo retângulo ABC a mediana AM laz 
com a hipotenusa dois ângulos cuja diferença é de 
40°. Calcular os ângulos agudos do triângulo. 

Resp.: 55 o e 35° 


Na figura os segmentos AM e AN são iguais 
mir o ângulo .r ene função de o a h. 


Num triângulo retângulo a altura e a bissetriz do ân¬ 
gulo reto formam entre si um ângulo de 20°. Cal¬ 
cular os ângulos agudos do triângulo retângulo. 

Resp. : 25° e 65° 

















-j" 26) Num triângulo aeutàngulo isoseeles um ângulo é o 
quádruplo do outro. Qual o menor ângulo do 
triângulo ? 

C. Naval — 1957 Resp. : 20° 


27) Qual o ângulo formado pelas bissetrizes dos ângulos 
agudos de um triângulo retângulo? 


C. Naval — 1957 


Resp. : 135° 






PARALELAS 


Duas retas são paralelas quando, situadas no mesmo 
plano, não fem ponto comum. 

Teorema l\ 

Duas retas perpendiculares a uma terceira são paralelas. 


A 

- c 


^ 90° 

B 

D 

N 

J 


FIG. 1 

Na figura 1 


AC e BD — re 

tas perpendiculares à MN. 


Conclusão 

AC e BD são retas paralelas. 
















Postu lado de Eiiclides 

Por um ponto fora de uma reta só podemos traçar uma 
paralela a essa reta. 

Conseqüência 

Duas retas paralelas a uma terceira são paralelas 
entre si. 

Concluímos que; desde que várias retas sejam paralelas 
a uma reta dada, são paralelas entre si e constituem um 
feixe de paralelas. 

f Teorema 2 i 

Quando duas retas paralelas são cortadas por uma trans¬ 
versal qualquer, os quatro ângulos agudos são iguais entre 
si, bem como os quatro obtusos. 



Na figura 2 

MM’ e NN’ — relas paralelas 
PP” — transversal 

a, c, ]>, m — ângulos agudos (iguais) 

b, d, n, q — ângulos obtusos (iguais) 
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Esse» ângulos recebem as seguintes denominações: 


alternos internos: b c q; c e m (são iguais) 
alternos externos: a e p; d e n (são iguais) 
colaterais internos: bem; c e q (suplementai es) 
colaterais externos: a e n; d e p (suplementares) 

correspondentes: a em; ben; deq; cep (são 
iguais) 


É preciso notar que as relações acima estabelecidas só 
se verificam se as retas MM’ e NN’ forem paralelas. No caso 
de não serem paralelas, os nomes dos ângulos são os mesmos 
mas, repelimos, não são iguais: os alternos externos; ou os 
alternos internos nem os correspondentes, assim como os cola¬ 
terais internos ou externos, não são suplementares. 


I Teorema 3 j 


Dois segmentos paralelos compreendidos entre retas 
paralelas são iguais. 



Na figura 3 


M e N são duas relas paralelas 

AC e BD — segmenlos paralelos compreendidos entre 
paralelas. 

Conclusão 

AC = BD 
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APLICAÇÃO DA TEORIA DOS PARALELOS AOS 

ÂNGULOS 



Dois ângulos de lados respectivamente paralelos são 
iguais quando agudos e suplementares, quando um é agudo 
e <o outro obtuso. 



FIG. 5 


Na figura (4) temos os ângulos AOB e CO’D com os lados 
OA paralelo a 0’C e OB paralelo a 0’D. Como os ângulos são 
menores que 90°,' são agudos. 

Relação 

ângulo AOB = ângulo CO’D 

Na figura 5 temos os ângulos POQ e NMR com os lados 
OP e MN paralelos, assim como os lados OQ e MR. Como um 
dos ângulos é agudo (POC) e o outro obtuso (NMR) temos a 

Relação 

ângulo POQ + ângulo NMR = 180" 
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Ânaulos de_ lados perpendicula res 
l Teoremã~5 \ 

Dois ângulos de lados respectivamente perpendiculares 
são iguais se ambos forem agudos e suplementares se um fôr 
agudo e outro obtuso. 


caso 


caso 


Os ângulos AOB e C0’D da figura 6 têm os lado s AO e 
CO’ perpendiculares, assim como os lados OB e 0’D. Como 
são ambos agudos temos a 

Relação 

ângulo AOB = ângulo CO’D 











No caso da figura 7 os ângulos EOF e MO’N teem os 
lados OE e 0’M perpendiculares, assim como os lados OF e 
Q’N. Como o primeiro é agudo e o segundo obtuso, temos a 




Relação 


D 


ângulo EOF -f- ângulo MO’N = 180° 


EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 

Duas paralelas cortadas por uma transversal, for¬ 
mam quatro ângulos agudos e quatro obtusos. A 
soma dos ângulos agudos é 201° 22’ 8”. Calcular 
um dos ângulos obtusos. 



O teorema 2 diz que os ângulos a, c, m e p são iguais. 

Como a soma dêles é 201° 22’ 8”, cada um deles 
valerá a quarta parte da soma ou 

a = c = m =p = 50° 20' 32” 

Por outro lado os ângulos a e n, são colaterais exter¬ 
nos; bem são colaterais internos; d e p e c e q idem 
e, portanto, são suplementares. 

Então: 

a-f-n = b + m = d -f- P = c -p q = 180° 

(Suplementos de ângulos iguais; a, c, m e p) e 

b =d = n = q = 180° — 50° 20’ 32” ^ 

= 129° 39’ 28" 
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2) Duas paralelas cortadas por uma transversal, for¬ 
mam ângulos internos do mesmo lado dos quais um 
excede o outro de 30° 27’. Determinar esses ângulos. 

Internos do mesmo lado, são colaterais internos, que 
vimos serem suplementares. 

Então o problema passa a ser: “determinar dois ân¬ 
gulos suplementares, cuja diferença é 30° 27’ 

Assim sendo: 

x _ (180 — x) = 30° 27’ ou 
x = 105° 13’ 30” e 74° 46’ 30” 

3) Calcular os ângulos externos do mesmo lado, forma- 
mados por duas paralelas cortadas por uma trans¬ 
versal, sabendo-se que a soma dos ângulos agudos 
formados por essas retas é igual a 160°. 

Se os quatro ângulos agudos somam 160°, cada um 
Valerá 40°. 

f 

O problema se refere a ângulos externos dq mesmo 
lado, que são os colaterais externos, que vimos se¬ 
rem suplementares. 

Então, o outro ângulo procurado é 
180° — 40° - 140° 

4) Duas paralelas, cortadas por uma transversal, for¬ 
mam um ângulo de 37°. Determinar todos os ângulos 
da figura. 

O teorema 4 diz que são quatro ângulos agudos e 
quatro obtusos, iguais respectivamente. 

Pelos dados do problema, quatro valem 37°, resta- 
-nos determinar os outros quatro, que são iguais. No 
problema 1 vimos que um agudo e um obtuso são 
suplementares, então os obtusos serão de 

180° — 37° = 143° cada um. 
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5) Duas paralelas, cortadas por uma transversal, for¬ 
mam ângulos, alternos internos expressos em graus 
por 5 x — 4 o e 3 x + 2 o , respectivamente. Determi¬ 
nar êsses ângulos. 

Vimos que os ângulos allemns-internos são iguais. 
Então 


5x — 4° = 3x-f2° e 
x =3° 

Os ângulos serão: 

5 x 4 o , substituindo x por 3, isto é 
5 X 3 — 4 o = 11° 


A substituição de x, por seu valor, em 3 x + 2 o , daria 
11°, visto que os ângulos são iguais. 

6) Duas retas, cortadas por uma transversal, formam 
ângulos correspondentes expressos em graus por 
2° + 3 x e 4 x — 7 o , respectivamente. Para que a» 
retas sejam paralelas, quanto deve medir êsses ân¬ 
gulos ? 

Para que as retas sejam paralelas, os ângulos cor¬ 
respondentes precisam ser iguais. 

Então: 

2 o + 3 x = 4 x — 7 o e x = 9 o 
E o ângulo será 

2 o + 3 o X 9 = 29° 

7) As bissetrizes dos ângulos B e C de um triângulo 
acutângulo ABC formam um ângulo de 128°. Deter- 
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minar os ângulos formados pelas alturas traçadas 
dos vértices B e C. 


E 



Na figura, BM e CM’ são as bissetrizes dos ângulos 
B e C, que formam o ângulo BPC = 128°. 

BH e CH’ são as alturas traçadas dos vértices B e C, 
cujos ângulos BRC e HRC, queremos calcular. 

Vimos, no capitulo, triângulos, que 

A 

ângulo BPC = 90° 4-e 

2 

A 

128° — 90° 4-e 

2 

A = 7(5° 

Os ângulos BAC e HRC têm os lados peipendi- 
culares (BH perpendicular a AC e CH’ perpendicular 
a AB). 

O teorema 5 diz que esses ângulos são iguais, então 
HRC = A = 7ü° 

O ângulo BRC será 

180° — 76° = 104° 
















EXERCÍCIOS A RESOLVER 


1) Ura dos ângulos formado por uma transversal com 
duas paralelas mede 38° 15’. Calcular todos os 
outros ângulos. 

Resp. : 141° 45’ 

2) A diferença entre dois ângulos colaterais internos 
formados por duas paralelas com uma transversal é 
de 60° 23’ 32”. Calcular todos os ângulos da figura. 

Resp.: 120° 11’ 46” e 59° 48’ 14” 
r ¥ f 

3) Calcular os ângulos externos do mesmo lado forma¬ 
dos por duas paralelas cortadas por uma transversal, 
sabendo-se que a soma dos ângulos agudos é de 204°. 

Resp.: 51 o e 129° 

4) Duas paralelas cortadas por uma transversal, formam 

um ângulo de 153° 29’ 15”. Determinar os outros 
ângulos da figura. ¥<U- 

Resp.: 26° 30’ 45” 

^ va /r?'* 4 ?' /r" 

5) Duas paralelas cortadas por uma transversal, for¬ 
mam dois ângulos colaterais internos expressos em 
graus por 5x + 25° e 2x — 20°, respectivamente 
Calcular os ângulos da figura. 

Resp. : 30° e 150° 

6) Duas retas paralelas cortadas por uma transversal 

formam dois ângulos colaterais internos que podem 
ser representados por 3x — 50° e 2x 10°. Cal¬ 
cule o menor dêsses ângulos. 

I.E. — 1951 Resp. : 82° 

7) Dois ângulos são colaterais internos e um dêles tem 
mais 64° 42’ que o outro. Calcular os dois ângulos. 

Resp.: 122° 21’ e 57° 39’ 



No triângulo ABC o ângulo que as bií 
CM formam entre si é de 120°. Calcul 
que as alturas traçadas dos. vértices 
entre si. 

Resp 


As retas r e s são paralelas. Calcule os ângulos x, y 
e z, sabendo que 


1951 Resp.: x 








POLÍGONOS. SOMA DOS ÂNGULOS INTERNOS E 
EXTERNOS DIAGONAIS. PARALELOGRAMOS. 

TRAPÉZIO 

Polígono é a superfície plana limitada por linhas retas 
que se encontram duas a duas. As linhas se chamam lados 
do poligono. 

Os pontos de encontro de duas linhas se chamam vértices 
do polígono. 

Os segmentos de retas que unem deis vértices não con¬ 
secutivos, são as diagonais do polígono. Os polígonos podem 
ser regulares ou irregulares ; convexos ou não convexos tam¬ 
bém chamados côncavos e entrelaçados 

Regulares : são os que têm os lados iguais è os ângulos 
iguais. 

Irregulares : são os que não têm todos os lados iguais 
ou todos os ângulos iguais. 

Convexos: são os que têm todos ôs ângulos salientes, 
Tôdas as suas diagonais são interiores. 

Não convexos ou côncavo : são os que têm um ou mais 
ângulos reentrantes. Suas diagonais podem, ter partes inte¬ 
riores e parte exteriores ou totalmente exteriores. 

Entrelaçada s : são os que têm um dos seus lados cortado 
por oütro. 



Uni polígono entrelaçado é sempre não conexo. 

Os polígonos se caracterizam também pelo número de 
seus lados e muitcs deles têm nomes especiais, dependendo 
daquele número de lados. Assim é que o poligono de: 

3 lados é o triângulo 


-1 

99 

” ” quadrilátero 

5 


” ” pentágono 

6 

5* 

” ” hexágono 

7 

99 

” ” heptágono 

8 

99 

” ” octógono 

9 

7 9 

” ” eneágono 

10 

99 

” ” decágono 

11 

9 > 

” ” undecágono 

12 

99 

” ” dodecágono 

15 

99 

” ” pentadecágono 

20 

99 

” ” icoságono. 


No caso de ter um número de lados diferente dos citados 
não tem nome especial; são denominados: polígono de treze 
lados; poligono de quarenta lados; etc. No caso do polígono 
ter todos os lados iguais é dito equilátero. Se apenas os ân¬ 
gulos forem iguais, é chamado equiàngulo. 

Ângulo interno de um polígono ou ângulo de um polí¬ 
gono, é o ângulo formado par dois lados consecutivos 
do polígono, na superfície por êle limitada. Seu valor, no 
caso do polígono ser equiàngulo é: 

180 (n —2) 

(ângulo interno) i=-, sendo n o numero 

n 

de lados do polígono. 

Angulo exlerno de um polígono é o ângulo formado por 
um de seus lados e o prolongamento do lado adjacente. 
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Seu valor, no caso do polígono ser equiàugulo é 






(ângulo externo) e =-, sendo n o número da I 

lados do polígono. 

Teorema 1 

A soma dos ângulos internos de qualquer polígono con- I 
vexo é igual a tanta", vêzes dois ângulos retos (180°) quantos | 
são os lados menos dois. 


Relação 

S, = 180 (n — 2) 

Teorema 2 

Em todo polígono convexo a soma dos ângulos externos 
é igual a quatro ângulos retos. 

Relação 

S* = 360° 

Teorema 3 

Em qualquer polígono a soma dos ângulos interno e ex¬ 
terno é 180°. 

Relação 

i + e=180° 

Teorema 4 

A soma de todos os ângulos externos e internos de um 
polígono é igual ao número de lados do polígono, multipli¬ 
cado por dois ângulos retos. 

Relação 

S, + S e = n X 180° 


Teorema 5 

O número de diagonais distintas de um polígono é igual 
à metade do número de lados multiplicado pelo número do 
lados menos três. 


Relação 


(n.° de diagonais) D 


n (n — 3) 
2 


T eorema 6 

De um mesmo vértice podemos traçar tantas diagonais 
quantos forem os lados do polígono, menos três. 


/ 

/ 



\ 

\ 

\ 

FIG. 1 

Na figura 1 

ABCDE — pentágono irregular convexo. 

A, B, C, D, E — vértices do polígono 
AB, BC, CD. DE, EA — lados do polígono 

























p, q, r, s, l — ângulos internos do polígono 
p\ q’, r’, s’, t’ — ângulos externos do polígono 
Al), AC — diagonais traçadas do vértice A. 


Relação 


n.° de diagonais de um vértice = n — 3 


Polígono não convexo (fig .2) 



Polígono entrelaçado (fig. 3) 



FIG. 3 



QUADRILÁTEROS 

Paralelogramo 



Na figura 4, ternos 

ABCD — paralelogramo 

AB, BC, CD e AD — lados do paralelogramo 

AH — altura do paralelogramo 

AC e BD — diagonais do paralelogramo 

A, B, C e D — vértices do paralelogramo . 

I — interseção das diagonais é o centro de simetria do 
paralelogramo. 

[TeoremaTi^ 

Os lados opostos de um paralelogramo são iguais e os 
ângulos opostos também. 

Relação 

lados AB = CD e AD = BC 
ângulos A = C e B = D. 

Teorema 2 | 

As diagonais de um paralelogramo cortam-se ao meio e 
são diferentes. 

Relação 

AI = IC e IB == II) 

AC ^ BD 
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WiL Jiii" 1 - -- 

Qualquer diagonal de um paralelogramo divide-o em dois 
triângulos iguais. 

Relação 

triângulo ADB — triângulo BDG ou 
triângulo ADC = triângulo ABC 

I Teorema él 

A soma dos quadrados dos lados de um paralelogramo c 
igual à soma dos quadrados dos diagonais. 

Relação (fig. 4) 

AB 2 -f BC 2 + CD 2 + AD 2 = AC 2 + BD 2 

0 retângulo o losango e o quadrado são paralelogramos 
especiais, que gozam das propriedades anteriores (teoremas 
1,2 e 3) e mais as seguintes : 

Retângulo 



Na figura 5 
ABCD — retângulo 

AB, BC, CD e AD — lados do retângulo 
A, B, C e D — Vértices do retângulo 
AC e BD — diagonais ( iguais) 

Ângulos A, B, C e D — retos. 


Losango 




FIG. 6 

Na figura 6 
ABCD — losango 

AB, BC, CD e AD — lados do losango ( iguais) 

AC e BD — diagonais (diferentes e se cortando em ân¬ 
gulo reto. São bissetrizes dos ângulos). 

MN — altura do losango 
Quadrado # 



Na figura 7 
ABCD — quadrado 

AB, BC, CD, AD — lados do quadrado (iguais) 
A, B, C, D — vértices do quadrado 
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AL e BD — diagonais do quadrado sãu iguais, c se cortam 
formando um ângulo de 90°. São bissetrizes dos ângulos do 
quadrado). 

A, B, C,' I) — ângulos do quadrado (retos) 


Trapézio 



Cd) 




I s o s c e I e s 


Retângulo 


1 
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P s c a leno 


Na figura 8 




Temos os três tipos de trapézio: Isósceles (a); retângulo 
(b) é escaleno (c). 

Em fodos 

AB e CD — são os bases do trapézio 
AD e BC — são as contra-bases ( 1 <*- krf 
AC e BD — são os diagonais 
MN é a base média do trapézio expressa por; 


MN — 


AB + DC 


Ela divide ao meio as contra-bases. 

PQ — segmento de reta que une os meios das diagonais. 

É paralela às bases AB e CD e tem para valôr 

pQ DC — AB gvUZ- Jz-OLjzS^ 


No trapézio isósceles (a) as contra-bases são iguais. 

A A A A 

Os ângulos da base são iguais. D = C e Ã = 6. 

No trapézio retângulo (b) uma das contra bases faz ân¬ 
gulos de 90° com as bases AB e CD que são paralelas. 

No trapézio escaleno (c), as contra bases são diferentes. 
AH e AD são as alturas dos trapézios. 


Teorema 5 _ 


A soma dos quadrados das diagonais de um trapézio é 
igual a soma dos quadrados dos lados não paralelos, mais 
duas vezes o produto dos lados paralelos. 

71 t:Kü\ yr> 2 ~ 



7 


f i 
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Relação 


AC 2 + BD 2 = AD 2 + BC 2 + 2 AH x DC. 

| (Eiilcr) j 

A soma dos quadrados dos lados de um quadrilátero 
qualquer é igual à soma dos quadrados das diagonais, mais 
quatro vezes o quadrado da reta que une o meio das diagonais. 



Na figura 9 

ABCD — quadrilátero qualquer. 

AB, BC, CD e AD — lados do quadrilátero 
AC e BD — diagonais 

EF — reta que une os meios das diagonais. 

Relação 

AB 2 + BC 2 + CD 2 + AD 2 = AC 2 + BD 2 + 4 EF’ 



As diagonais de um pentágono regular se cortam em mé¬ 
dia e extrema razão. 
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Na figura 10 

ABCDE — pentágono regular 
AC e BE — duas de suas diagonais 
M — ponto de interseção das diagonais. 


Redação 


Quanto mede o ângulo interno de um pentadecágono 
regular? 

A fórmula que dá o ângulo interno de um poligono é: 


então 
















2) Quauto mede o ângulo externo de um icoságono 
regular? 

A fórmula que dá o valor do ângulo externo é: 


3) 


360 

e =- 


n 


360 

20 


então 

18 ü 


O ângulo interno de um polígono regular é 

externo. Qual é o polígono? 

O problema nos permite escrever: 

3 

i =-X e ou 

2 

180 (n —2) 3 360 

---= - X - ou 

n 2 n 

3 

180 (n — 2) =- X 360 ou 

2 

n — 2 = 3 e n = 5. 


3 


2 


do 


O polígono é o de cinco lados, isto é, o pentágono. 


4) Determinar o valor do ângulo formado pelos prolon¬ 
gamentos dos lados AB e CD de um dodecágono 
regular. 


M 


B 


s c 


Xa figura fjstáu representados apenos 3 lados do 
dodecágono e os prolongamentos dos lados AB e CD, 
que se encontram em M. Vamos calcular o ângulo 
AMD. 

O ângulo interno do polígono vale: 

180 (u-2) 180X10 

n 12 

Conseqüentemente o ângulo MBC e MCB, que são 
iguais, porque o triângulo BMC é isosceles, vale: 

180° —150° = 30° 

A lei angular de Thales aplicada ao triângulo BMC 
dá: 

ângulo M = 180° — 2 X 30° = 120° 

5) As bissetrizes internas AM e CM dos ângulos de um 
polígono regular ABCD..., se encontram no ponto 
M. Calcular o número de lados do polígono, 
sabendo que o ângulo M é igual ao ângulo interno 
do polígono. 



Na figura, ABCM é um quadrilátero, no qual o ân¬ 
gulo M é igual ao ângulo B (interno). Os ângulos 
MAB e MCB são metade do ângulo interno do polí- 
gono cujo número de lados queremos calcular. 




















A soma dos ângulos in.li i-n.os do. quadrilátero ABCM 
é 360°. Então 

(ângulos) MAB + ABC + BCM + AMC = 360° 


—--1- i -|—-—H i = 360 ou 

2 2 

360° 

3i = 360° e i =-= 120" 


Como 


. 180 (n — 2) 

i =- teremos 


180(n — 2) 

120° =--- — ou 


120°n = 180° n — 360° o u 360° = 60° n e 
360° 

n =-= 6 

60° 


O polígono é pois o hexágono. 

6) Prolongando-se os lados AB e CD de um polígono 
regular convexo ABCD .... encontra-se em ângulo 
de 60°. Qual é o polígono? 

/eo°\ 


3 



Pelo enunciado do problema, o ângulo M c 60°. Por 
ser regular o polígono, MB e MC são iguais e o triân¬ 
gulo MBC é, em principio, isósceles. Sendo assim os 
ângulos MBC e MCB são iguais e valem juntos (lei 
angular de Thales). 

180° — 60° = 120° 

Cada um deles valerá pois 

120° -7- 2 = tiO 0 

Vemos assim que o triângulo MBC é equilátero. 

O ângulo interno B ou C do polígono valerá 
180° — tiü° = 120° 

Teremos então: 

180 (u — 2) 

120° =--- c 

n 

n = 6 

O polígono é então o hexágono. 

) Dois polígonos regulares P e Q têm respectiva¬ 
mente n e n + 1 lados. O ângulo interno do polí¬ 
gono P excede o ângulo externo do polígono Q de 
95°. Quais são os polígonos. 

O ângulo interno do polígono P é expresso por: 

180 (n —2) 

~ n 

O ângulo externo do polígono Q é representado poi. 





360 

77+1 
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Gomo a diferença entre èles é 95°, teremos; 

180 (n — 2) 360 

- = 9;>° ou 

n n -f- 1 

180 (n + l)(n— 2)— 360n=95 (n)(n+l) ou 
36 (n 2 — n — 2) — 72 n = 19 n 3 -|- 10 n ou 
17 n 2 —127 n — 72 = 0 

cujas raizes são: 

18 

n = 8 e n = — —— (que não serve) 

14 

O polígono P tendo 8 lados o polígono Q ler á 8 -(- 1 
ou 9 lados. São, portanto, 0 octógono e o eneágónó. 

8) Dois polígonos P e Q são tais que o ângulo externo 
de P é igual à vigésima parte da soma dos ângulos 
internos de Q e o ângulo interno de P é o triplo do 
ângulo externo de Q. Diga quais são êsses polí¬ 
gonos (Thiré). 

Chamem,cs de p e q os números de lados dos polí¬ 
gonos P e Q respectivamente. 

O problema diz que: 

-^L = — X180 (q-2) (A) e 

p 20 

18 ° . ^ ÍUbx^- m> 

p q 

As equações (A) e (BI forniam um sistema que re¬ 
solvido dá os valores de p e q. 


7 » 


.Vàsim, as equações (A) e (B) podem tomar os 
aspectos: ^ 



180 (q — 2) 
20 


uu 


; 180 ( p-2) 1080 

L P '1 



ou ainda: 

r40 = pq — 2p (C) 

1 PO — 2q = 6p ou (p — 2)q = 6p e 

„=_ 5 í— o» 

p —2 

Substituindo o valor do q da equação (D), na equação 
(G) teremos: 

0p .> 

10= pX—-- 2 P ou 

p —2 


10 —-í--2p ou 

P-2 

40p — 80 = 6p 2 — 2p 2 4- 4p 
4p 3 — 36 p 4- 80 = 0 ou 
p 2 — 9 p 4- 20 = 0 c 
Pi = 4 e pa = 5 


Com êsses valores em D, vemos: 


qi = 


q 2 = 


6X4 
4 — 2 
6X5 

r> —2 


24 

2 

30 


3 


= 12 


= 10 


ou 


e 
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Os polígonos são pois: quadrado e dudecágono ou 
pentágono e decágono. 

D) A soma dos ângulos internos de um polígono con¬ 
vexo é 900°. Calcule o número de diagonais dêsse 
polígono. 

Como cpieremos saber o número de diagonais, em¬ 
pregamos a fórmula apresentada no início do 
capítulo. 

^ n (n — 3) 

D = —- L (1) 

2 

Verificamos, então, ser necessário o valor de n, nú¬ 
mero de lados do polígono e para calculá-lo veremos 
que é dada a soma dos ângulos internos que é: 

Sj = 180 (n — 2), então 
900 = 180 (n_2) e n = 7 

Agora então levamos êsse valôr em (1) e teremos: 

^ 7(7-3) 

L) = ——-= 14 diagonais 

2 

10) Qual é o polígono em que o número de lados é igual 
ao número de diagonais? 

Sendo n o número de lados e D o de diagonais, o 
problema nos permite escrever: 

n = D ou 

n (u — 3) 


n —3 


n = 5. islo é: o pentágono. 
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} 

11) Dois polígonos P e Q, teçm para número de lados 
dois números inteiros e consecutivos. A dife¬ 
rença entre os números de diagonais desses polí¬ 
gonos é 4. Quais são os polígonos. 

Podemos dizer que um polígono tendo n lados o 
outro terá n +1, lados. 0 que tem maior número de 
lados tem mais diagonais então o número de dia¬ 
gonais do que tem n + 1 lados será: 

(n -j- 1) (n + 1 — 3) 

Di =- ou 

2 

D _ < n + 1) (n—- 2) 

2 

O número de diagonais do de n lados é: 
n (n — 3) 

Uo ----- - 

2 

O problema diz que 

Di — D 2 = 4, então 

(n + l)(n — 2) n(n — 3) 

-1 Oll 

2 2 

n 2 — n — 2 — n- + 3n = 8 ou 

2u = 10 e n = 5 (pentágono) 

Consequentemente o outro lerá 

n -f- 1 ou 5 + 1 = 6 (hexágono) 

12) A soma da soma dos ângulos internos e externos de 
um polígono é 1440°. Quantas diagonais podemos 
traçar nesse polígono? 
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13) 


Como queremos saber o número de diagonais, em¬ 
pregaremos a fórmula 

n (n — 3) 

D - —)- L 

2 

Verificamos então precisar conhecer n. Vimos lam¬ 
bem que: 

S, + S e = 180 X n então 
1440 = 180 X 11 ou 

1440 a 

n =-= 8 

180 


Depois disso: 


O —___= 20 diagonais. 

2 

Num paralelogramo, um ângulo obtuso é cinco vezes 
um agudo. Calcular os ângulos do paralelogramo. 

Um paralelogramo tem dois ângulos obtusos e dois 
agudos, iguais respectivamente. Se chamamos o 
agudo de x, o obtuso será 5 x e então poderemos 
escrever: 

x + 5x + x + õx = 360° ou 
12 x = 360° e x = 30° 
ionseqüentemenle 

5 x = 5 x 30° = 150° 
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14) Num paralelogramo ABCD, a diagonal AC forma com 
o lado AD um ângulo de 80° e com o lado AB um 
ângulo de 40°. Calcular os ângulos do paralelo¬ 
gramo. 



Os ângulos A e C são iguais, bem como B e D. 
(Teorema 4) 

O ângulo A, valendo 80° 4- 40° = 120°, o C também 
valerá 

Como os quatro ângulos valem 360° e A 4- C = 240°, 
segue-se que B 4 O = 120° e como são iguais, cada 
um valerá 60°. 

Os ângulos do paralelogramo são pois: 

(10°, 60°, 120° c 120° 

15) Uma diagonal de um retângulo forma com um dos 
lados um ângulo de 36°. Calcular os ângulos que as 
diagonais formam entre si. 



Como os ângulos do retângulo são retos, se o ângulo 
DAC é 36°, o ângulo CAB será: 

90° — 36° = 54° 
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Por se cortarem ao meio as diagonais e serem iguais, 
os triângulos AMD e AMB são isósceles. Então os 
ângulos DAM e MDA são iguais e valem 36° cada um. 
A lei angular de Thales nos permite calcular o ân¬ 
gulo AMD. 


AMD = 180° — 36° — 36° = 108° 


Como os ângulos AMD e AMB são suplementares, 
segue-se que o ângulo 

AMB = 180° — 108° = 72° 


Esse resultado podéria ser obtido através do triân¬ 
gulo isósceles AMB cujos ângulos MAB e MBA são 
iguais a 54°, ficando para o ângulo 

AMB = 180°—54°— 54° = 7 J’ 

16) A altura de um losango forma com a diagonal menor, 
um ângulo de 40°; calcular os ângulos do losango. 

Na figura 6 do capítulo, o ângulo MOD ou BON c 
40°. Como os triângulos OMD e ONB são retângulos 
os ângulos MDO e NBC valem 50°. Como as diago¬ 
nais do losango são bissetrizes dos ângulos, segue-se 
que os ângulos ADC e ABC valem 

2 X 50° = 100°, 

cada um. Os quatro ângulos valendo 360° e dois va¬ 
lendo 200° segue-se que os outros dois valerão 160° 
e como são iguais, por serem opostos, cada um me¬ 
dirá 80°. 

Os ângulos do losango são pois: 

80°. 80", ÍOOP c 100" 
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) Um dos ângulos internos de um trapézio isósceles 
é a metade da soma dos outros três. Calcule os ân¬ 
gulos do trapézio. 



Vimos que no trapézio isósceles, os ângulos da base 
são iguais. 

O enunciado do problema permite escrever: 
x + 2y 

X =- ou 

2 

2x = x -f 2 y ou 
x = 2 y 

Temos também: 

x x -)- y -(- y = 3(50 ou 
2 x + 2 y = 360 e x + y = 180 

Como x = 2y, teremos: 

2y + y=180 ou 
3y = 180 e y= 60° 

Sendo 

x = 2y, 

x = 2 X 60° = 120° 

Os ângulos são. pois: 

60°, 60°, 120° e 120° 
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18) A altura de um trapézio isóseeles forma com um 
dos lados não paralelos urri ângulo de 30°. Calcular 
os ângulos dêsse trapézio. 



O ângulo DAH = 30° e o trapézio é isóseeles. O 
triângulo AHD é retângulo, logo o ângulo ADH vale 

90o_30°= 60° 


(os ângulos agudos de um triângulo retângulo, são 
complementares). 

Sendo isóseeles o trapézio, o ângulo C também vale 
60° e os ângulos A e B, que são iguais valerão: 


A = B = 


360° — 60° — 60° 


2 


= 120 ° 


19) Em um trapézio escaleno ABCD, cuja base maior é 
AB, o ângulo D é o dôbro do A e o ângulo B é a 
quinta parte do C. Calcule os ângulos do trapézio. 



O problema nos diz que: 

D = 2 A e B = - 
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c 

5 


ou C = 5 B 




Sabemos que 

A+B+C+D= 360° ou 
A + B + 5B + 2 A = 360° ou 
3A + 6 B = 360° 

A 4- 2B = 120° (1) 

A figura CDEA é um paralelogramo e por isso os ân¬ 
gulos C e E são iguais, assim como os ângulos A c 
CDE. 

Como o ângulo CDB é igual a 2A e o ângulo CDE é 
igual a A, segue-se que o ângulo EDB = A. 

Por outro lado o ângulo DEB é igual a 180 —E ou 
180 —C (E=C) 

No triângulo DEB, sabemos que: 

D -f E + B = 180° (lei angular de Thales) 

Teremos então substituindo-se D e E pelos seus 
valores: 

A+ 180 — C + B = 180 ou 
A+ 180 — 5B + B = 180 ou 
A = 4 B 

Substituindo-se èsse valòr em (1), vem: 

4 B + 2 B = 120° e B = 20° 

Com esse valor leremos: 

C = 5 B = 5 X 20° •= 100° 

Na equação 

A + B + C + 1) = 360° ou 
A + 20 4 - 100 + D = 360° ou 

A + D = v, 10° 
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Mas como D = 2 A 

A + 2 A = 240° e A = 80° e como 
1) = 2 A teremos 
D = 2 X «0 o = 160° 

20) A base média de um trapézio tem 20 m e o perí¬ 
metro 56 m. Calcular os dois lados não paralelos sa¬ 
bendo que a sua diferença é igual a 4 m. 

Sabemos que a base média é a semi-soma das bases; 
então: 


B + b 

20 = -^ - — , 

2 

chamado Beb as bases do trapézio. Então: 

B + b = 40m 

e como o perímetro é 56 m, os lados não paralelos 
medirão: 


56 — 40 = 16 m. 


Se chamarmos um lado de x e outro de y, poderemos 
escrever: 


x+y=16 e 
x — y = 4 

Teremos assim um sistema que resolvido dá: 
x = 10 m e y = 6 m. 

21) Em um trapézio isósceles ABCD, cujas bases AB c 
CD medem respectivamente 24 m e 16 m, pede-se cal¬ 
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cular a base média e o segmento da base média com¬ 
preendido entre as diagonais. 

A base média é: 

AB + CD 

1 /-v.. 


MN = ■ 


MN = 


2 

24 + 16 


= 2 K)m 


O segundo elemento a determinar é: 

AB —CD 

PQ =- ou 

2 

24 — 16 

PQ =-- 4 m 

2 

22 ) Os lados de um quadrilátero medem 48 cm, 40 cm, 
30 cm e 14 cm respectivamente; uma diagonal mede 
40 cm e o segmento, que une os meios das diagonais 
15 cm. Calcular a outra diagonal. 

O teorema 5, de Eüler (do presente capítulo) nos 
deu a relação: 

AB 2 + BC 2 + CD 2 + AD 2 = AC 2 + 

+ BD 2 + 4 EF 2 

No caso presente, teremos: 

482 4 . 402 + 30 a + 142 = 40 2 + BD 2 + 

+ 4 X 15 2 ou 

2304 + 1600 + 900+ 196 = 1600 + 

+ BD 2 + 900 ou 
5000 = 2500 + BD 2 ou 
BD 2 = 2500 e BD = 50 m 


m 
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2 ) 

\ 

3) 

4) 

5) 


6 ) 

\ 

8 ) 


9) 


■fO EXERCÍCIOS A RESOLVER 


Quanto mede o ângulo interno de um polígono de 
14 lados, regular? 4 

Resp.: 154° 17’ 8”- 

7 


Quanto mede o ângulo externo de um octógono 
re ê ular? Resp.: 45 o 

0 ângulo externo de um polígono regular é igual ao 
interno. Qual é o polígono? Resp>: Q ua drado 

Um polígono regular convexo tem para valor de um 
ângulo interno 157° 30’; qual é o número de seus 

lados? Resp.: 16 


O ângulo interno de um polígono é igual ao triplo 
do ângulo externo. Qual é o polígono? 

Resp. : Octógono 

Determinar o valor do ângulo formado pelos pro¬ 
longamentos dos lados AB e CD de um octógono. 

Resp. : 90° 


Qual é o polígono convexo em que a soma dos ângu¬ 
los internos é igual à soma dos ângulos externos? 

E.N.C. Dutra — 1952 Resp.: Quadrilátero 


A soma dos ângulos internos de um polígono regular 
é igual a 1260°. Determinar o valor do ângulo 
externo. 


C. Naval _ 1951 


Resp. : 40° 


Quanto vale o ângulo interno de um polígono regu¬ 
lar de nove lados? 

G. Naval — 1952 Resp.: Í40° 



10) Quantos lados tem um poligouo regular cujo ân¬ 
gulo exterior mede 15 o ? 

C. Naval — 1952 Resp. : 24 lados 


11) Trlês ângulos internos :le um pentágono convexo 
medem respectivamente, 108°, 100° 20’ e 91° 40’. Cal¬ 
cule o maior dos outros dois ângulos sabendo que 
êle tem 20 ° mais que o outro. 

I. E. — 1951 R»».: 130 ° 

12) As bissetrizes AM e CM dos ângulos internos de um 
polígono regular ABCDEF..., encontram-se no ponto 
M. Calcular o número de lados üo polígono, saoendo 

que o ângulo M é igual a-do ângulo interno. 

Resp.: 8 lados 

13) Prolongando.se os lados AB e CD de um polígono 
regular convexo ABCD... obtem-se um angulo de 
120°. Quantos lados tem esse polígono? 

Resp.: 12 lados 



Os polígonos P e Q regulares, têm n e n + 1 lados, 
respectivamente. Dizer quais são os polígonos, sa¬ 
bendo que o ângulo interno do polígono P mais o 
ângulo externo do polígono Q, valem 168°. 

Resp. : pentágono e hexágono 


3 

15 y Três polígonos têm respectivamente n, n + 1 e 
n + 2 lados. A soma do s ângulos externos desses po¬ 
lígonos é 222°. Quantos lados têm os polígonos. 



Resp.: 4, 5 e 6 
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Dois polígonos P e Q são tais que o ângulo externo 

de P é igual a —— da soma dos internos de Q e o 

12 

ângulo interno de P é igual ao dohro do externo de 
Q. Dizer quais são êsses polígonos. 

Resp.: quadrado e octógono 

Calcular o número de diagohais do hexágono. 

Resp.: 9 

Quantas diagonais podemos traçar do mesmo vértice 
ue um uecáguno? 

Resp. : 7 

M, ^ua. o pohg-no no qual se podem traçar 12 diago¬ 
nais uo mesmo véruce? 

Resp. : pentadecágono 

20) Qual o va.or do ângulo externo de um polígono re¬ 
gular que tem 5 diagonais? 

C. Naval — 1957 Resp-: 720 

, -2t) A diferença entre o ângulo interno e o externo de um 
polígono regmar é de 60°. Quantos lados tem o 
polígono? 

C. Naval — 1957 Resp ' : 6 

22 tf Quantas diagonais tem o polígono regular convexo 
cuja d.ferença entre o ângulo interno e o ângulo 
externo é 36°. 

C. Naval — 1958 R® 8 *'- 5 


ú 16) 


17) 

. 18) 
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. 21 ) 


- 25) 

' 26) 



A soma dos ângulos internos de um polígono convexo 
é 1080°. Calcule o número de diagonais dêsse 


polígono. 

I.E. — 1951 


Resp. : 20 


Qual é o polígono em que o número de diagonais é 
o triplo do número de lados? 

I.E. — 1952 Resp.: eneágono 


Qual é o polígono cujo número de lados é igual a 
7 « do número de diagonais. 

E.N.C. Dutra — 1948 Resp.: pentadecágono 

Os números de lados de dois polígonos são dois 
números inteiros e consecudvos. A diferença entre 
os números de diagonais desses polígonos é 10. 
Quais são esses polígonos? 

Resp.: undecágono e dodecágono 

Dois polígonos <P e Q teem respectivamente n e 
n + 5 lados. Dizer quais são os polígonos sabendo 
que os dois têm juntos 40 diagonais. 

Resp. : pentágono e decágono. 


jfi 28 ) 


A soma da soma dos ângulos internos e externos de 
um polígono é 3.600°. Quantas diagonais se podem 
traçar nesse polígono? Resp.: 170 diagonais 

wfiiU> Tç: e&s 

Num paralelogramo o ângulo obtuso é igual à soma 
des agudos. Quais sãos os ângulos do paralelogramo. 


Resp. : 60°, 60°, 120° e 120° 

30) Num paralelogramo ABCD, o diagonal BD forma 
com o lado BC um ângulo de 40° e com o lado DC 
um ângulo de 20°. Calcular os ângulos do parale¬ 
logramo . 


Resp. : 60°, 60°, 120° e 120° 









31) Uma diagonal de um lelângulo faz com um dos lados 
um ângulo de 50°. Calcular os ângulos que os diago¬ 
nais formam entre si. 

Resp.: 80 o e 100° 

32) As diagonais de um retângulo fazem entre si um 
ângulo de 70°. Determinar o ângulo que as diagonais 
fazem com os lados. 

Resp.: 55 o e 35° 

33) Num losango uma diagonal forma com um lado um 
ângulo de 25°. Achar os ângulos do losango. 

Resp.: 50 o , 50 o , 130° e 130° 

Num paralelogramo ABCD, com 60 cm de perímetro, 
o ângulo A = 100° e a bissetriz do ângulo D passa 
pelo ponto médio M do lado AB. Calcular os lados 
desse paralelogramo e o$ ângmos do triângulo CMD. 

Resp.: 10cm, 20cm, 10°, 50°, 90° 

35) A altura de um losango forma com a diagonal maior, 
um ângulo de 60°. Calcular os ângulos do losango. 

Resp.: 60°, 60°, 120° e 120° 

4- 36) Um dos ângulos internos de um trapézio isósceles é 

onze vezes menor que a soma dos outros três. Cal¬ 
cule os ângulos do trapézio. 

Resp. :• 30°, 30°, 150° e 150° 

37) A altura de um trapézio isósceles fornia com um dos 
lados não paralelos um ângulo de 10°. Calcular os 
ângulos do trapézio. 

Resp.: 50 o , 50 o , 130° e 130° 


T- M) 
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38) Num trapézio ABCD o» ângulos da base maior 
medem 30° e 45°, respectivamente. Calcular os outros 
dois ângulos do trapézio. 

Resp.: 150° e 135° 


39) Num trapézio retângulo ABCD, o ângulo formado 
pelas bissetrizes dos ângulos internos A e C medem 

O - * - 


Sjo 


Achar os ângulos do trapézio. 

Resp. 


50° 


130° 


40) A base média de um trapézio tem 10 pés e o perí¬ 
metro 28 pés. Calcular o maior dos lados não para¬ 
lelos, sabendo que a sua diferença é igual a dois pés. 


C. Naval — 1951 Resp.: 5 pés 

41) Em um trapézio escaleno cujas bases AB e CD, me¬ 
dem respectivamente 20 m e 12 m, pede-se o valôr da 
base média compreendida entre as diagonais. 


Resp.: 16 ni e 4m 


rrflê ■ 


Os lados de um quadrilátero medem 21 m; 20m; 
15 m e 7 m respectivamente. Uma diagonal vale 20 m 
e a outra 25 m. Calcular o segmento que une os meios 
das diagonais. 

Resp. : 7,5 m 


43 Y Uma diagonal de um quadrilátero divide êsse qua¬ 
drilátero em um triângulo equilátero e um isósceles, 
cuja base é essa diagonal. A soma dos dois ângulos 
do quadrilátero opostos a diagonal, é igual 

a 7 /s da soma dos outros dois ângulos do quadrilá¬ 
tero. Calcule os ângulos do triângulo isósceles. 

Resp.: 108°, 36° e 36° 



Num trapézio isósceles os ângulos agudos C e D são 
expressos respectivamente por 6x + 4 o e 8x — 9°. 
Calcular os valores dos ângulos A, B, C e D. 

E.P.C.Ar. — 1963 Resp.: 43 o e 137 o * 
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CÍRCULO 


Circunferência de círculo ou circunferência é o lugar 
geométrico dos pontos de um plano, equidistantes de um 
ponto do mesmo plano, chamado centro. 

A circunferência é uma linha e o círculo uma superfície . 

Raio é a distância constante de qualquer ponto da cir¬ 
cunferência ao centro. 

Arco de_ c ircunferência é qualquer porção de uma cir¬ 
cunferência. 

Corda é um segmento de reta que liga as extremidades 
de um arco. 

Diâmetro é a maior corda que se pode traçar numa cir¬ 
cunferência; é representado por D ou 2R. 

Plexa é o segmento do diâmetro compreendido entre os 
pontos médios da corda e do arco subtendido p e la corda. 



FIG. 1 





Na figura 1, temos: 

Circunferência de centro o 

AB—diâmetro (D ou 2R) 

OA — raio (R) 

CD — corda 

CBD e CAD — arcos 

FB — flexa 

Tangent e — é a reta perpendicular à extremidade de um 
diâmetro. 

Secante — é a reta que intercepta a circunferência em 
dois pontos. 

Normal — é a perpendicular à tangente no ponto de 
tangènoia. 

No caso em questão a normal à circunferência em um 
ponto é a reta que contém o raio que passa por êsse ponto. 


- tangente (perpendicular ao raio) 
-secante 

normal à circunferência no ponfo B 
















Segmento circular t— é a parte da superf ície do circulo 
compreendida entre ura arco e a respectiva corda. 

Setor circular — é a porção da superfície do circulo 
compreendida entre dois raios e o arco por êles interceptado. 


Coroa Circular — é a parte da superfície compreendida 
entre dois círculos de raios diferentes e mesmo centro. 


1 — segmento circular 


2 — setor circular 


Na figura 4 

Parte tracejada — coroa circular 
AB — largura da coroa. 


Propriedade 1 

O diâmetro perpendicular a uma corda divide esta corda 
e os dois arcos por ela subtendidos em duas partes iguais. 



Propriedade 2 

Por três pontos não em linha reta pode-se sempre fazer 
passar uma circunferência. 


POSIÇÕES RELATIVAS DE DOIS CÍRCULOS 


í. a posição: secantes 


00 ’ — linha dos centros (d) 


AB — corda comum (perpendicular a OO’) 













posição: 

tangentes exteriores 
00’ = d = R + r 


posição: 

tangentes interiores 
00’ = d = R — r 

posição : 

Exteriores 
OO’ = d>R + r 

posição : 

Interiores 
OO’ = d<R — r 


Quando os centros coincidem as circunferências são 
concêntricas e 

d = 00’ = zero. 


100 


1 


EXERCÍCIO» RESOLVIDO» 

1) Qual a posição relativa de duas circunferências de 
raios respectivamente iguais a 4 cm c d cm, sendo a 
distância dos centros igual a 8 cm. 

Pelo que foi mostrado no início do capitulo as re¬ 
lações entre a distância dos centros d e os raiosR e r, 
caracterizam as posições de duas circunferências. 
No problema, aquela distância é 8; menor que a 
soma dos raios e maior do que a sua diferença. 

6 — 4<8<6 -f 4 

Gonclue-se então que ás circunferências são 
secantes. 

2) No mesmo problema 1, sendo 10 cm a distância dos 
centros. 

Depois do que foi dito no problema 1, vemos que 
d = R + r, ou 10 = 6 + 4 

que caracteriza duas circunferências tangentes 
exteriores. 

3) Qual a posição relativa de duas circunferências dê 
raios 7 cm e 13 cm, sendo a distância dos centros 
6 cm. 

É fácil verificar que 

d = R — r ou 6 = 13 — 7 
e que as circunfeVênoías são tangentes interiores. 

4) No problema anterior, se a distância entre os cen¬ 
tros fòr 23 cm, como serão as circunferências? 

É fácil verificar que 

d>R -}- r, isto é 23>13 + 7 

indicando assim serem exteriores as circunferências. 
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5) Qual t» posição relativa de duas circunferências de 
raios 7 cm e 13 cm sendo a distância dos centros 
4 cm. 

Verifica-se que 

d < R — r, isto é 4 < 13 — 7 

e que, portanto, as circunferências são interiores. 

(1) Três círculos tangentes entre s i, dois a dois, exte- 
riormente, têm para raios 2 cm, 5 cm e 7 cm. 

Determinar os lados do triângulo obtido ligando-se 
dois a dois os centros dos círculos. 


Os círculos de centro A « B, cujos raios são 2 e 5 
têm para distância dos centros 2 + 5 = 7, por serem 
tangentes exteriores. Raciocinando-se da mesma ma¬ 
neira vê-se que os lados do triângulo são: 

7 cm; 9 cm e 12 cm 

7) Dois circulos de centro B e C são tangentes exterio¬ 
res. Ambos são tangentes interiormente de um cir¬ 
culo de centro A. Sabendo-se que AB = 6 cm; 
BC = 14 cm e AC = 10 cm, achar os raios dos três 
círculos A, B e C. 






/L + À, -/</ 
fZ-n, 
fZ- Á. 


fO+k r - *>+*■ 




jl , - /r 


A 


4 l 


^ 6 +f=/r\ 


Façamos AD = R; BF = r; FC = ri 

Os círculos B e C por serem tangentes exteriores a 
distância entre seus centros é 

d = BC = r + Ti = 14 
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Os círculos A c B senda tangentes interiores, a dis¬ 
tância entre seus centros AB=R— r=i8cm. O 
mesmo ocorre com os círculos A e C, cuja distância 
entre centros AC = R — rj = 10. 

Temos as equações 

C r -f- r x = 14 

i R — r Q 
l R — rj = 10 

formando um sistema, que resolvido dá: 

i? 4 S~ 

R = •16 cm; r = ^ cm e r% = § cm 

EXERCÍCIOS A RESOLVER 

1) Qual a posição relativa de duas circunferências de 
raios 8 cm è 4 cm, sendo 3 cm a distância entre os 
centros. 

Resp. : Interiores 

2) Qual a posição relativa de duas circunferências de 
raios 7 cm e 5 cm e a distância entre os centros 
sendo 10 cm. 

Resp. : Secantes 

3) Duas circunferências secautes têm respectivamente 
8 cm e 9 cm de raios. Entre que valôres está compre¬ 
endida a distância dos centros? 

Resp. : 1 cm < d < 17 cm 

4) Duas circunferências de raios r c r’ (r > r’) e cen¬ 
tros o e o’ para serem secantes, que relação deve 
existir? 

C. Naval — 19fi0 Resp. : r — r’ < d < r + r’ 
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5) Duas circunferências têm para raios 3 cm e 5 cm, 
mas a distância entre os centros é nula. Como são 
as circunferências? 

Resp. : concêntricas 



6) A distância de um ponto exterior ao ponto que lhe 
é mais afastado da circunferência mede 18 cm. Se o 
raio tiver 5 cm, qual será a distância do ponto à cir¬ 
cunferência? 

Resp. : 8 cm 


7) Numa circunferência de raio 20 cm, pode existir 
uma corda de 3,08 cm? 

Resp. : Sim, porque é me¬ 
nor que o diâmetro 

8) Achar o diâmetro de uma circunferência, onde a 
distância de um ponto exterior ao centro é de 15 cm 
e a distância do mesmo ponto à circunferência é 
de 1,2 cm. 

Resp. : 6 cm 

9) Duas circunferências são tangentes exteriores. O 
diâmetro da primeira mede 12 cm e a distância dos 
centros é de 11 cm. Calcular o diâmetro da segunda. 


Resp .: 10 cm 

Duas circunferências são tangentes interiores. O diâ¬ 
metro da menor mede 12 dm e a distância dos cen- 


1 

11) Os lados de ura, triângulo são 4 cm; 6 cm e 8 cm. 
Achar os raios das três circunferências que têm para 
centro os vértices desse triângulo e são tangentes entre 
si, exteriormente, dois a dois. 


tros é de 2 dm. Calcular o diâmetro da maior. 

Resp. : 


% 4 = 10 ) 


Resp. : 1 cm; 3 cm e 5 cm 
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12) Dado o triângulo de lados AB = 18cm; AC = 9 cm 
e BC sr 8 cm, traçam-se circunferências de centros 
A, B e C tangentes duas a duas exteriormente. Cal- 
cule o menor dos raios das circunferências. 

C. Naval — 1960 Resi>. : 2 cm 

13) Duas circunferências concêntricas têm para raios 
8 dm e 12 dm respectivamente. Determinar os raios 
dos círculos tangentes às duas circunferências con¬ 
cêntricas. 

Resp. : 2 dm e 10 dm 


14) Dois círculos do mesmo raio 5 cm são tais que, cada 
um deles passa, pelo centro do outro. Esses círculos 
cortam-se em M e N e interceptam a linha dos cen¬ 
tros em P e Q. Calcular o perímetro do quadrilátero 
MPNQ. 


C. Naval. — 1961 


Resp. : 20 cm 





Angulo central AOB é o que tem o vértice no centro da 
circunferência e cujos lados são raios. Tem por medida a 
mesma medida do arco AB compreendido entre seus lados 
(raios da circunferência) (fig. 1). 

Relação : 

ângulo AOB = arco AB 










b 



Ângulo inscrito ABC é o que tem para lados duas cordas 
que partem de um ponto qualquer da circunferência, fi¬ 
cando seu vértice, portanto, sôbre a circunferência. Tem para 
medida a metade do arco AC compreendido entre seus lados 
(fig. 2). 


Relação: 


ângulo ABC = 


arco AC 
2 


Por isso, todo ângulo inscrito num semi circulo é reto. 


Ângulo de seamenlo ABC é o formado por uma corda e a 
tangente à circunferência traçada por uma de suas extre¬ 
midades (fig. 3). 

Tem para medida a metade do arco AB subtendido 
pela corda AB. 

Relação: 

arco AB 

ângulo ABC =- 

2 



Ângulo excêntrico interno AMC, é o formado por duas 
cordas que se cortam no interior da circunferência em um 
ponto que não seja o centro da mesma. (fig. 4) Tem para 
medida a semi-soma dos arcos BD e AC compreendidos entre 
seus lados (AM e MC) c seus prolongamentos (DM e BM). 


Relação : 


ângulo AMC = 


arco AC -f- arco BD 
2 
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Ângulo excêntrico e xterna AMD, é o formado por duas 
secantes à uma circunferência, que se encontram fora dela. 
(fig. 5) 

Tem para medida a metade da diferença dos arcos AD 
e BC, compreendidos entre seus lados. 


Relação : 


ângulo AMD 


arco AD — arco BC 


Pode também ser formado por uma secante e uma tan¬ 
gente (à um circunferência), que se encontram (fig. 6), ân¬ 
gulo AMC. 




Ànuulo circunscrito ABC é um ângulo excêntrico exte¬ 
rior; seus lados, são tangentes ao círculo, que se encontram 
cm um ponto exterior ao círculo (fig- 7) 

Tem para medida, portanto 

_ arco AMC — arco ANC 















■ 


Ângulo ex-inscrito A MB é formada por uma .cmdu e o 
prolongamento de outra corda que faz com a primeira um 
ângulo inscrito. (fig. 8) ; ... 

Tem para medida a semi-soma dos arcos AM e MN 
subtendidos pelas cordas 


Relação 


ângulo AMB = 


arco AM + arco MN 
2 


Teorema) 

Em todo quadrilátero inscrito, os ângulos opostos são 
suplementares. 



Relação 

Na figura 9 

ABCD — quadrilátero inscrito 
A e C — ângulos opostos 
B e D — ângulos opostos 
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Relação 


A+C = 180° e B B = 180°/ 


SEGMENT O CAPAZ DE UM ÂNGULO 

Segmento capaz de um ângulo é um segmento circular 
no qual todos os ângulos nêle inscritos têm a mesma medida. 



FIG. 10 


Na figura 10 

ACDEB — segmento circular 

ACB, ADB e AEB — ângulos inscritos no segmento 


Relação 


/\ 


ACB = 



/V 


AEB = 


arco AMB 
2 
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EXERCÍCIOS resolvidos 

1) Na figura abaixo o ângulo BDC = 25°; o arco 
DC = 60° e AC é um diâmetro 



Calculai': o arco BC; o ângulo AMB; o ângulo BAC; 
o ângulo CMB: o ângulo D AC; o ângulo XAP: o 
ângulo BDP: o ângulo APB e o ângulo AOB. 

O ângulo BDC é um ângulo inscrito; sua medida, 
como vimos é a metade do arco BC. 

Então: 

l^DC = B - C - ou 
2 

25° =- e BC = 50° 

2 

AC sendo um diâmetro, o arco AB valerá 
180 o — 50° = 130° e como o arco DC = 60°, o ân¬ 
gulo AMB, excêntrico interno é medido por: 


m 


AltÍB = DMC (opostos pelo vértice) = 

ab+I5c 

=-‘-— ou 

2 

130 ° + 60 ° 190 ° 

AMB =-—-=-= 95° 

2 2 


O ângulo BAC é inscrito e se u valôr será dado por: 


ângulo 


BAC = 


BcP 

2 


50 ° 

2 


25 


O 


O arco DC sendo igual a 60° o arco DA será de 120° 
e o ângulo CMB = AMD, excêntrico interno será 
dado por: 


CMB = AD + CB 


120° + 50° 


170° 


= 85° 


2 2 

O ângulo D AC é inscrito e seu valor será dado por: 


/\ 

DAC = 


5cT 

2 



<? ângulo xAP é um ângulo de segmento e tem para 
medida: 



2 
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0 ângulo BDP é um ângulo ex-inscrito e tem para 
valor: 

A 'ãd + Sd' 

BDP =-—- 

2 

o aroo BD é a soma dos arcos BC e CD iguais res¬ 
pectivamente a 50° e 60°. Portanto o arco BD = 110° 
e então: 


A 120° + llO" 
BDP =-—- 

2 


= 115° 


O ângulo APB é excêntrico externo e tem para 
medida 

A AB — ÍÚT 
APB =- 


APB = 


130 o —60° 70° 

-=-= 3o° 


Finalmente o ângulo AOB ó um ângulo central e tem 
para medida o número de graus do arco compre¬ 
endido entre seus lados, isto é, 130°. 

2) Na figura abaixo AB é o lado do triângulo equi¬ 
látero inscrito no círculo; calcular o ângulo APB. 

A __ P 



O ângulo APB ê circunscrito e sua medida, como 
vimos é dada por 


A ÁMfi — ÃNÍS 

APB =- 

2 

Sendo a corda AB o lado do triângulo equilátero, o 
arco por ela subtendido, isto é, ÁNB, valerá: 


ANB = 


360° 

3 


= 120 ° 


Consequentemente o aroo AMB valerá: 
360° — 120° = 240° 


Então o ângulo 

A 240 o —120° 120° 

APB =---=-= CO" 

2 2 


3) Na figura abaixo os arcos BC e BD subtendem 
lados de hexágonos regulares. 



EP é paralela ao diâmetro AB. Calcular o ângulo 
, CPE. 
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Como os arcos CB e BD subtendem lado* do Ue 
xágono regular inscrito, cada um deles vale 60° e os 
dois, isto é, CB + BD, valerão 120°. A secante EP 
sendo paralela ao diâmetro AB, os arcos AE e BD 
são iguais, pois são arcos do mesmo círculo com¬ 
preendidos entre cordas paralelas e como tal va¬ 
lerão 60°. AB sendo um diâmetro, o arco AC valerá 
180 o —60° = 120°. 

Consequentemente o arco CAE valerá 120° -f 00°, 
isto é, 180°. 

O ângulo CPE sendo excêntrico exterior, tem paia 
medida 

en-cn ou 

2 2 

4) Qual o valor do ângulo A, assinalado na figura 
abaixo, sabendo-se que o ângulo central B = 56° e 
C = 18°. 

E.N.C. Dutra — 1951 



O ângulo MBP é igual ao ângulo ABC, como apostos 
pelo vértice. Consequentemente o arco MP vale 56°. 


O ângulo MCN, inscrito, vale 18°, então o arco SíN 
vale 36° e consequentemente o arco NP valerá: 

56 o —36° = 20° 

Nessas condições o ângulo NAP, que é inscrito, 
valerá: 


A NP 
NAP =- 


/\ 20 ° 
NAP =- 


= 10 ° 


5) Na figura que se segue o ângulo P é igual a 50°. 
Calcular o número de graus do arco menor. 


A 



O ângulo P é um ângulo circunscrito. Sua medida é: 

* AMB — /ÍnB 

P =- ou 

2 



AMB — ÃNÈ 

2 
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Como 


AMB—ANB = 100° (t). 


ÁMB + ÁNB = 3(50° (2) 


Vemos que as equações (1) e (2) formam um sistema, 


.—. 360 o —100° 260° iono 

ANB =--=-= 130” 

2 2 

6) Na figura do exemplo anterior, calcular o ângulo 
ACB. 

No problema anterior determinamos o valôr do arco 
ANB; isto é, 130°. 

O arco AMB será: 

360 o —130° =230° 

O ângulo ACB é inscrito; s ua medida será pois; 


y\ AMB 

ACB =- 

2 


= 115° 


7) As bases dè um trapézio inscrito são AB e CD. Cal¬ 
cular os ângulos internos desse trapézio, sabeudo-sc 
que AB é o lado do octógono regular inscrito e CD o 
lado do triângulo equilátero inscrito no mesmo 
circulo. 

ü problema tem duas soluções, dependendo do 
modo de considerar os lados do quadrado e do octó¬ 
gono, em relação ao centro do circulo. 


120 


Vejamos uma solução: 



A corda CD sendo o lado do triângulo quilátero, o 
360° 

arco CÃBD vale-= 120°. 

3 

A corda AB sendo o lado do octógono, o ângulo 
AOR vale: 



8 


Para os aros ÃC' e ÊD^ que são iguais sobram 
120° — 43° = 75° 

Cada um deles valerá pois: 

7So 

_ = 37° 30’ 


O trapézio ABCD é isósceles, e como tal, tem os ân¬ 
gulos da base iguais, isto é: ACD = BDC e 
CAB = ABD, todos inscritos. Temos, então: 

- ÁBD 45° +37° 30’ 

ACD = BDC =-— =--- 
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Como vimos na solução anterior, o arco CD = 120°, 
e o arco AB = 45° 

O trapéz ; o ABCD sendo isósceles, para os arcos 
AC + BD, que são iguais sobram: 

ÃC = 6d= 360° (120° + 45") 

2 

360 o —165° 195° _ „ , 

=-=-=97° 30 

2 2 
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Os ângulos ACD e BDC são iguais, assim como ua 
ângulos CAB e ABD, todos inscritos. 

a * 45°+ 97° 30’ 

i t~\ nr\P * _ 


8) Na figura abaixo PB = R, o ângulo APD = 50° Cal 
cular os arcos ÜBC e AD. 


A linha tracejada OB é o primeiro passo a ser dado 
para a resolução do problema e com ela obtemos o 
triângulo OBP, isósceles, isto é, com os lados OB e BP 
iguais. Assim sendo, os ângulos P e O são iguais a 50°. 
Como o ângulo O é central, o arco BC tem também 
50°. Como o ângulo APD é excêntrico externo, sua 
medida é: 





















Calcular os ângulos internos de um quadrilátero 
convexo inscrito num círculo, sabendo que os lados 
opostos prolongados cortam-se formando ângulos 
de 35° e 12°. (Ex. de Geometria - Ten.-Coronel Edgar 
Filho). 


Os ângulos P e M sendo excêntricos exteriores têm 
para medida, respectivamente. 


P = — 


AD— ScT 


AB —Sc' 


Substituindo-se P e M, por seus valôres, vem: 

24° = ALT—S(T (1) 

70°= AÍT—ScT (2) 

Somando-se membro a membro as igualdades 1 e 2, 
vemos: 

94° = KD + (BC + SC) (3) 

Como o quadrilátero ABCD é inscrito, os ângulos 
D + B = 180° e A + C = 180°. 

Oira, os arcos AD + AB = 360°—(BC -f- CD). Mas 
como o ângulo A, inscrito, é medido por 

'BC^+'CD 


Segue-se que BC + CD = 2 Á. Então, a igualdade 
(3) pode ser escrita: 

94° = 360° — 2A — 2A 

94° = 360° — 4A e 

4A = 360° — 94° = 266° e 

A = ^_ = 66° 30’ 
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0 ângulo C, por sua vez será: 

C = 180 — A ou 
C = 180 o — 66° 30’= 113° 30’ 

No triângulo MAB o ângulo M = 35° e o ângulo 
A = 66° 30’, então o ângulo B valerá: 

B = 180° — (M + A) = 180° — 

— (35° + 66° 30’) 

B = 78° 30’ e 

D = 180 o - B = 180°-78° 30*= 101° 30’ 

10) Sôbre uma circunferência marcam-se os pontos A, 
B, C e D, nesta crdcm, de modo que o arco DC seja 
o triplo do arco AB. Traçam-se as cordas AC e BD 
que se coriam num ponto E tormando um ângulo 
CED igual a 80°. Calcular o ângulo formado pelas 
cordas AD e BC que se cbtém ligando os pontos A a D 
e B a C, e os arcos AB e DC. 



O ângulo E, excêntrico interno tem para valor: 

'ãb + cêT 

E =--- 

2 
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Como CD = 3 AB, teremos: 

ÃB +3AÍT 


E = 8U° = 


= 2 AB 


Então 




Como conseqüência 

DC = 3AB = 3 X 40° = 120° 

O ângulo de AD com BC, que chamaremos M, é um 
ângulo excêntrico externo e tem para medida; 

* 'DC—ÃB 
M =- ou 


C T 120 o —40° _ 

M =-= 40° 


EXERCÍCIOS A RESOLVER 


D 


Num círculo marcam-se, sucessivamente e no mesmo 
sentido, os pontos A, B, C e D, tais que os arcos AB, 
BC e CD medem, respectivamente 60°, 90° e 40°. Cal¬ 
cular as medidas: a) do ângulo ACB; b) do ângulo 
ABD; c) dos ângulos formados pelas cordas AC e BD; 

d) do ângulo agudo formado pelas secantes AD e BC; 

e) dos ângulos formados pela corda AC com a tan¬ 
gente no ponto C. 


Resp. : 


« 


a) 30° 

b) 85° 

c) 50° e 130° 

d) 10° 

e) 75° e 105° 


I 
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2) Se o arco AC tem 126° e o aroo BD tem 46° 1(T, qual 
será o valor do ângulo AIC da figura. 



E.P.C.Ar — 1951 Resp.: 39 o 55’ 

3) Calcular o ângulo de duas cordas que se encontram 
sôbre uma circunferência, sabendo-se que o ângulo 
das tangentes traçadas pelas extremidades das cor¬ 
das é de 54°. 

Resp.: 63 u 

4) Na figura abaixo, calcular o ângulo M sabendo-se 
que o ângulo A é igual a 20° e o ângulo E é igual a 
70°. 



E.N.C. Dutra — 1951 


Resp. : 30' 


'«*•1 



5) 0 ângulo A de um triângulo ABC inscrito num cír¬ 

culo mede 40°. Calcule o ângulo formado pelas tan 
gentes ao círculo, traçadas por B e C. 


I.E. — 1952 Resp. ; i(X)o 

er^ 

6) Duas secantes a um círculo formam um ângulo de 
25° e os arcos por elas compreendidos dão por soma 
152°. Calcule o número de graus do arco menor. 

I.E. — 195; Resp.: 51 o 

7) Na figura abaixo, o angulo A tem 15° mais do que o 
arco BC. Calcular o ângulo A sabendo que a razão 
dos arcos BC e DE é de 1 para 4. 



C. Naval — 1952 


Resp. : 45° 






















8) Na figura, PC = OC — R e a = 20; OPC 
O arco AMR vale. .. 



C. Naval — 1960 


9) Na figura abaixo sabe-se que: 


A CD = 85°; a6d = 120° 


Calcular o ângulo BAO 


B 



C. Naval — 1958 


10) Na figura 


"BC = 35° 51’ 17”; DE = 60° 20’ 15” 
Calcule o ângulo x 



C. Naval — 1961 Resp.: 131° 53' 59” 


11) Na figura abaixo, AB é igual ao lado do bexágono 
inscrito e CD c igual ao lado do quadrado inscrito. 
Calcule o valor do ângulo x. 



Resp. : x = 7 %° 


3 




















12) Na figura abaixo BA é uma tangente e as cordas 
AD e CD são iguais entre si. O ângulo CDA tem 112°. 
Qual é o valor do ângulo DAB. 



E.P.C.Ar. — 1951 Rbsp. : 34° 

13) Em um círculo a corda AB é o lado do quadrado 
inscrito e BC é o lado do triângulo equilátero ins¬ 
crito. Calcule os ângulos internos do triângulo ABC, 
sabendo-se que o centro do circulo é interior a êste 
triângulo. 



C. Naval — 1958 Resp.: 45 o ; 60 o e 75° 


De um ponto M exterior a um círculo d& centro o 
tiram-se a secante MOC, que passa pelo centro, e 
uma secante MAB, tal que sua parte externa MA seja 
igual ao raio do círculo. Calcular o ângulo BMC em 
função do ângulo BOC. 


Resp. : 


/\ 

BMC = 


/S 

BOC 


3 


15) Em um circulo inscrevemos um trapézio. Uma das 

bases subtende um arco que vale —— da oircunfe- 

(1 
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rência e a outra -—— da circunferência. Calcular o* 
9 

ângulos internos do trapézio de maior altura. 

C. Naval — 1959 Resp. : 85° e 95° 

16) Um ângulo ex-inscrito vale 150°. Um dos seus lados 
subtende um arco de 130°. Quanto mede o arco 
subtendido pela corda que se obtem prolongando o 
outro lado desse ângulo? 

Resp.: 170° 

17) Um ângulo de segmento vale 20°. A que fração da 
circunferência corresponde o arco subtendido pela 
corda que forma êsse ângulo? 

1 

Resp. : - 

9 

18) As cordas AB e CD são perpendiculares; o arco AC 
vale 42° e o arco AD, 108°. Calcular os ângulos do 
triângulo BCD. 

Resp.: 36 o ; 69 o e 75° 

19) Por um ponto M exterior a um círculo traçaurse as 
secantes MAB e MDC que formam um ângulo 

àç AMC = 62°. Outras duas secantes NDA e NBC for* 
inam o ângulo ANC de 26°. Calcular os valôres dos 
arcos AC e BD. 

Resp.: AC = 88° e 110 = 36° 

20) Os arcos compreendidos entre 2 secantes a uma cir¬ 
cunferência de raio R, são representados em graus, 

n R R , a 

pelos numeros - e -. Calcule o angulo 

2 3 

dessas secantes. 

I.E. — 1951 Resp. : 15° 

21) Os arcos compreendidos entre os lados de um ângulo 
excêntrico exterior medem 150° e 10°. Calcular, a 













menos dç um centésima por falta, a medida do 
ângulo ejn radianos. 

C. Naval—1951 Resp.: 1,22 radianos 

22) Os arcos AB, BC, CD descritos no mesmo sentido 
medem, respectivamente, 90°, 38° e 108°. Calcular 
os ângulos internos do quadrilátero inscrito. 

Resp.: 73 o , 116°, 107° e 04° 

23) Demonstrar o seguinte teorema: O ângulo inscrito 
num círculo tem por medida a metade do arco com¬ 
preendido entre seus lados. 

E.N.C. Dutra — 1953 

observação: Os exercícios 20 e 21 só devem ser re¬ 
solvidos depois de estudado o capítulo; medida 
da circunferência. 

21) Calcular o ângulo formado pelo lado do triângulo 
equilátero inscrito em um círculo e a semi reta ex¬ 
terior, normal à circunferência num dos vértices do 
mesmo triângulo. 

Resp. : 150° 

25) Na figura calcular 0 ângulo B em função de A e C. 

A 



C. Naval — 1955 


Resp.: B = 2 (C —A) 


LINHAS PROPORCIONAIS SEMELHANÇA 

Dois segmentos de reta são proporcionais a dois outros, 
quando a razão dos comprimentos dos dois primeiros é igual 
à razão dos comprimentos dos dois outros, sendo todos êsses 
segmentos medidos com a mesma unidade. 

Diz-se que um segmento dado é dividido interna ou ex¬ 
ternamente por um ponto, conforme êste é marcado sôbre o 
próprio segmento dado, ou sôbre o seu prolongamento. 



FIG. 1 


O ponto M tomado sôbre o segmento AB, divide-o em 
dois segmentos aditivos (AM-f MB = AB), enquanto que o 
ponto N divide AB em dois segmentos substmtivos (NA — 
— NB = AB). 

O ponto M divide internamente o segmento AB e o ponto 
N divide-o externamente. 

Os segmentos AM e BN são externos, enquanto que o 
segmento MB é interno. 


A relação 


AM 

MB 


é a razão de secção do ponto M. 


















Do mesmo modo 
AN 
BN 


é a razão de secção do ponto N. 


A razão de secção tem sinal positivo ou negativo, de 
acordo com o sentido em que são contados os segmentos que 
nela entram. 

Assim 

AM . . MA , 

- e positivo; - e negativa 

MB MB 


AN , NA 

- é positiva; - 

BN NB 


é positiva 


S*e os pontos M e N verificam a relação 

MA _ NA 
MB NB 

dizemos, por definição que os pontos M e N são conjugados 
harmônicos em relação a A e B. Podemos também dizer que 
N é o conjugado harmônico de M em relação ao segmento 
AB. 

A cada ponto M do segmento corresponde um conjugado 
harmônico. Quando o ponto M está no meio de AB, o con¬ 
jugado harmônico é um ponto do infinito. 

Sempre que tivermos a relação (1) dizemos que os pontos 
A, B, M e N formam uma divisão harmônica. 

No caso do ponto M dividir internamento o segmento AB 
em duas partes tais que, uma delas seja média proporcional 
entre o segmento todo e a outra parte, dizemos que o ponto 
M divide o segmento AB em média e extrema razão. Assim: 

Kl A M £ 


Se tivermos 


AB AM AB AN 

-=-- ou -=- 

AM MB AN NB 

teremos o segmento AB dividido interna e externamente em 
média e extrema razão AM e AN são os segmentos áureos 
interno e externo de AB. Seus valores aproximados são: 

AM = 0,618 AB e AN = —1,618 AB 

Quando dizemos, apenas, segmento áureo estamos nos 
referindo ao segmento áureo interno. É conveniente frisar 
que divisão harmônica e divisão em média e extrema razão 
(divisão áurea) de segmentos, são assuntos diferentes e só 
foram tratados um após outro, no presente capítulo, em vir¬ 
tude da semelhança de ambos. 

Na figura 2 não temos o segmento AB dividido harmô¬ 
nicamente pelos pontos M e N, pois para que assim fôsse o 
ponto N teria que estar à direita de B, de vez que o ponto M 
está mais próximo de B. 

O segmento áureo do raio de um circulo é o lado do 
decágono regular inscrito no mesmo círculo. 

Teorema 1 

Se várias paralelas determinam segmentos iguais sôbre 
uma transversal, determinam também segmentos iguais sô¬ 
bre qualquer outra transversal, desde que os dois segmentos 
não tenham uma medida comum, isto é, quando forem inco¬ 
mensuráveis. 

/ V 















Na figura 3 

AA’, BB’ e CC’ — paralelas 

AC — transversal dividida em partes iguais AB e BC, 
pelas paralelas. 

A’C’ — transversal qualquer. 

Relação 

A’B’ = B’C’ porque AB = BC 

Teorema 2 

Retas paralelas, determinam sôbre duas transversais 
segmentos proporcionais. 



FIG. 4 


Na figura 4 

AA’, BB’ e CC’ — retas paralelas 
AC e A’C’ — transversais 

Relação 

AB AB' AB BC 

—-- = - ou -=- 

BC B’C’ A’B' B’C’ 
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Teorema 3 


\ 


Toda a paralela a um lado de um triâgulo divide os 
outros dois lados na mesma razão. 



Na figura 5 
ABC — triângulo 

DE — paralela ao lado BC do triângulo 
Relação 

AÜ AE 

DB EC 

Teorema k 

A bissetriz de um ângulo interno de um triângulo divide 
o lado oposto em dois segmentos aditivos, proporciónais 
aos lados do ângulo. 
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Na figura (i 

ABC — triângulo 

CM — bissetriz do ângulo Ç .... 

Relação 


MA AC 
MB CB 


Teorema 5 

A bissetriz de um ângulo externo de um triângulo deter 
mina sôbre o lado aposto, segmentos subtrativos, proporcio 
nais aos outros dois lados. 



Na figura 7 

lí, . 

ABC — triângulo 

CN — bissetriz do ângulo externo C 
Relação 

NA AC 

NB CB 
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Teorema 6 


[ 


As bissetrizes de um ângulo interno e do externo adja¬ 
cente de um triângulo, dividem o lado aposto harmônica- 
mente. 



FIG. 8 


Na figura 8 
ABC — triângulo 

CM — bissetriz do ângulo interno C 
CN — bissetriz do ângulo externo C 

Relação 

MA _ NA 
MB NB 


Semelhança 

Dois polígonos são semelhantes quando têm os ângulos 
respectivamente iguais e os lados homólogos proporcionais. 
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Lados homólogas são os lados adjacentes aos ângulos 
respectivamente iguais. 



C 

FIG. 9 


Se tivermos os ângulos: 

A = A’; B = B’; C = C’ e I) = 1)’ 
e se os lados homologos guardam a relação 

AB BC CD DA 

A’B’ B’C’ C’D' D’A’ 


os polígonos da figura, são semelhantes. 

A relação entre os lados homólogos acima escrita, re¬ 
presentam a razão de semelhança ou escala. 

t 

As relações acima podem ser igualadas à razão do pe¬ 
rímetro dos dois polígonos, isto é, 


%P_ 

2p’ 
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Teorema de Tales 


Toda reta paralela a um dos lados de um triângulo, for¬ 
ma com os outros dois lados um triângulo semelhante «o 
primeiro. 


A 



FIG. 10 


Na figura 10 

ABC — triângulo 

DE — paralela ao lado BC. 

Relação 

AD _ AE DE 

AB AC BC 

Se a reta DE fòr traçada pelo meio de ÀB e consequente¬ 
mente pelo meio de AC, ela será igual à metade de BC, como 
é fácil de ver pela relação. 

CASOS DE SEMELHANÇA DE TRIÂNGULOS 

1) Dois triângulos são semelhantes quando têm dois 
ângulos respectivamente iguais. 

2) Dois triângulos são semelhantes quando têm um 
ângulo igual compreendido entre lados proporcionais. 

3) Dois triângulos são semelhantes quando têm os 
lados proporcionais. 




























4) Dois triângulos são semelhantes quando têm os lados 
respectivamente paralelos ou perpendiculares. 

Tratando-se de triângulos retângulos, lemos o caso es¬ 
pecial de semelhança. 

Dois triângulos retângulos são semelhantes quando a 
razão de um cateto para a hipotenusa é a mesma nos dois 
triângulos. 

Teorema 7 

Se um feixe de retas traçadas por um mesmo ponto é 
cortado por duas paralelas, essas ficam divididas em partes 
proporcionais. 



FIG. 11 


Na figura 11 

OA’, OB\ OC’ e OD' — feixe de concurrentes no ponto o 
AD e A’D' — paralelas 

Relação 

AB BC _ CD 

A’B’ B’C’ CD' 
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EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 

Dividir harmônicamente, na razão 8 /a« 
AB de 12 cm. 


o segmento 


A 


V* 3 N 

-K-- 


A razão (de secção) sendo s / 2 , e representando 
MA 


MB 


segue-se que MA>MB; 


como dissemos o ponto N ficará à direita de B que 
está mais perto de M. 

Teremos então: 


MA 


(D 


MB 2 

Como MA e MB são aditivos teremos: 

MA + MB = AB = 12 (2) 

Então as equações (1) e (2) permitem resolver o 
problema.com o auxilio das proporções: 


Teremos: 


MA + Mg 
MB 


3 + 2 


ou 


12 


MB 


— è MB = — = 4,8 cm 


Depois disso, teremos: 

MA = 12 — 4,8 = 7,2 cm 
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domo 


MA NA 
MB NB 


leremos 

NA _ 3 
NB 2 

E as proporções permitem achar os valores de NA e 
NB, que são segmentos subtrativos. 

Teremos: 

NA — NB 3 — 2 

-=- Oll 

NA 3 

12 1 

-=- e NA = 36 cm 

NA 3 


Como 

NA — NB = AB 
Segue-se que 

36 —12 = NB e NB = 24 cm 

2) Um segmento AB está dividido harmônicamente 
pelos pontos M e N; sabendo-se que os segmentos 
aditivos MA e MB medem 5 cm e 7 cm respectiva¬ 
mente, calcular os subtrativos. 




r 


A 


N AM B 

I-t- \ -1 
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^- 1 

I 

MA e MB valendo 5 cm e 7 cm, o segmento AB vale 
12 cm e a razão de secção é B / 7 . 

Então: 


NA 

5 

ou 

NB 

7 

NB 

7 

ou 

NA 

5 

NB- 

-NA 

7 — 


NA 7 


12 2 XT . 12X7 

-=- e NA = —■=- 

NA 7 2 


42 cm 


Consequentemente 

NB = NA + AB ou 
NB = 42 + 12 = 54 cm 

3) Um segmento AB = 24 cm foi dividido harmônica- 
mente pelos pontos M e N. Sabe-se que MN tem 
10cm. Calcular os quatro segmentos da divisão 
harmônica. 


MB N 

H- 


A figura nos mostra que-, 
NA = NM + MA 
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Por outro lado 


MA NA 

-=- que nos permite escrever; 

MB NB 

MA + MB NA + NB 

--=- ou 

MA NA 

MA + MB _ NM+MA+NA—AB 
MA NM + MA 

MA + MB _ NM+MA+NM+MA 
MA NM + iMA 

21 2MA — 4 

-=- ou 

MA 10 +MA 

2 MA 2 — 28 MA — 240 =0 ou 

MA 2 —14 MA — 120 = 0 

que resolvida dá; 

MA = 20 e MA = — 6 

A resposta MA = —16 não serve porque MB teria que 
ser 18 e como MN = 10. haveria uma contradição. 
Sendo MA = 20 cm; MB será 4 cm e NB = 10 — 
— 4 = 6 cm e NA = 24 + 6 = 30 cm. 

4) Um segmento AB mede 32 cm. Um ponto M entre 
A e B determina dois segmentos MA e MB, cuja ra¬ 
zão do primeiro para o segundo é 3. Sendo N o con¬ 
jugado harmônico de M, calcular MN. 


ou 

—AB 
- ou 


\ 



0 problema diy. que AB = 32 cm e que 

MA ^ 3 
MB 1 

Depois disto 

MA + MB 3 + 1 
--- — -—- ou 

MB 1 


32 _ 4 

MB 1 


e 


MB = 


4 


= 8 cm 


Por outro lado: 


NA _ MA 3_ 

NB MB 1 

NA— NB 3 — 1 

--=- ou 

NB 1 


Í 2 __2 
NB 1 


e 


NB = 


12 

2 


= 6 cm 


Gomo NM = NB + MB, segue-se que 


NM = 6 + 8 = 14 cm 

5) Um feixe de quatro paralelas determina sAbre uma 
secante três segmentos de 3 m, 4 m e 5 m respectiva- 
inente. Calcular os segmentos determinados pelo 


14* 












mesmo feixe sôbre outra secante, cujo comprimento 
total entre as paralelas externas é de 48 m. 



O teorema 2 permite escrever: 

AB _ BC _ CD 

A’B’ B’G’ C’D’ 

Um teorema de proporções nos permite escrever: 

AB+BC+CD AB BC CD 

A^+BTT+CD’ A’B’ B’C’ _ C’D’ 

Como A*B'+B , C’+C , D’ = 48m, temos: 

3+4+5 _ 3 4 5 

48 A’B’ B’C’ C’D’ 

Consequentemente 

A’B’ = 12 m B'C = 16 m e C’D’ = 20 m 
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6) Duas retas partindo de um mesmo ponto A en¬ 
contram duas paralelas. A primeira corta as para¬ 
lelas em B e C e a segunda em D e E. Sabendo-se 
que BC = 9 cm; DB = 4,5 cm, CE = 18 cm e 
AE =r 10 cm. Calcular AB, AD e DE. 


A 



Na figura tem-sc dois triângulos ABD e ACE, que 
são cemelhantes, em virtude do teorema de 
Tales. Então vem: 

AB _ AD BD 

AC AE CE 


Substituindo os valores dados, vem: 


AB AD 4,5 

AB + 9 ,10 18 


que permite achar 


AD = 2,5 cm; AB - 3 cm c DE = 
= 10 — AD = 7,5 cm. 


Num triângulo de lados 5 cm, 7 cm e 11 cm, respectiva¬ 
mente, determinar os segmentos que a bissetriz in¬ 
terna do ângulo maior determina sôbre o lado 
oposto. 


E.N.C. Dutra — 1949. 
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c 



2 


O lado AB do triângulo sendo o maior, sc opõe ao 
maior ângulo, que na figura é C. 

A bissetriz CD divide pois o lado AB em dois 
segmentos AD e DB, aditivos. 

0 teorema 4 nos permite escrever 
AD AC 

-=- que nos da: 

DB CB 

AD + DB AC + CB 

-- - ou 

AD AC 

✓ 

—— — —e AD = 4,58. rm e 
AD 5 

AD + DB AC 4- CB 

---=- ou 

DB CB 

11 5 4-7 0 

-—- e DB = 6,42 cm 

DB 7 

) 

8) Um triângulo tem para lados 10 cm, 15 cm e 20 cm. 
Do vértice oposto ao lado maior tiram-se as bisse- 
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trizes interna e externa do ângulo correspondente. 
Calcular a distância dos pés dessas bissetrizes. 



■ u 


Os teoremas 3 e U permitem escrever: 

MA AC NA _ AC 

MB ~~ CB NB CB 

Consequentemente: 

MA 4- MB AC 4- CB 
_!_—- e 

MB CB 

NA — NB _ AC —CB 
NB CB 

Substituindo nas relaçõe R que acabamos de escre* 
ver os valores dados no problema, depois de consi¬ 
derarmos MA 4- MB =s AB e NA — NB = AB, vem 
respectivamente 

20 154-10 20 15—10 

-= —-— e -=- ou 

MB 10 NB 10 

MB = — = 8cm e NB= —= 40cm- 
25 5 

A distância procurada é 

NM = MB 4- NB = 8 4- 40 = 48 cm 
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9) Os três lados de um triângulo medem 6m, 12 m e 
15 m. Quais são os lados de um triângulo semelhante 
sabendo-se que o lado homólogo ao de 12 cm vale 
4 cm. 

O que foi dito com relação à polígonos semelhantes 
pode ser aplicado ao caso dos triângulos e teremos 

AB BC _ AC 

A’B’ B’C’ A’C’ 


AB, BC e AC sendo os lados conhecidos do triângulo 
e A’B\ B’C’ e A’C’ os do que queremos calcular, 
sendo que o lado B’C’ também é conhecido. Teremos 
então: 

6 - 12 - 15 
A’B’ 4 A’C’ 


consequentemente 

A’B’ = 2cm e A’C = 5 cm 

10) No mapa de um estado, a distância medida entre 
duas cidades A e B é de 5 cm. Sabe-se que a dis¬ 
tância real entre A e B é de 50 Km. Determinar a 
éscala do mapa. 

Escala é a relação entre o desenho e à realidade. 


Escala = 


Desenho 

Realidade 


No problema temos: 


Escala — 


5 cm 
50 km 


5 cm 

5000000 cm 


1000000 


A escala é pois de 1 para um milhão. 
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As bases de um trapézio têm, respectivamente 12,5 cm 
e 9 cm e a altura 6,3 cm. Calcular as alturas dos triân¬ 
gulos obtidos ao se prolongar os lados não paralelos. 


O problema dá as bases AB e CD do trapézio e a 
sua altura NH. 

Por outro lado os triângulos MCD e MAB são se¬ 
melhantes (teorema de Tales) e por isso podemos 
escrever: 


Como 


MH — MN NH podemos escrever 


que resolvido dá 











12) Sôbre o prolongamento do lado AB de um trapézio 

AD m 

toma-se um ponto tal que - = -• Pelo 

BD n 

ponto obtido, traça-se uma paralela às bases a e b. 

Exprimir o comprimento da linha GH compreendida 
entre as diagonais prolongadas. 



O problema dá: 


AD 

BD 

Os triângulos 
lh antes 


m 


n 


d) 


BHD e BEA, dão, por serem seine- 


DH _ DB 
EA BA 

A relação (1) nos diz que AD = m e BD = n. 
A figura nos mostra que 

BA = AD — BD = m — n 


Então: 

DH 
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a 


m — n 












Por outro lado os triângulos ADG e ABC, são seme¬ 
lhantes e dão: 


DG AD 

-=- ou 

BC AB 


DG 

b 


m ^ _ m 

- ou DG=b.- 


m — n 


m — n 


Como o problema pede GH e temos, de acôrdo com 
a figura, que 

GH = DG + DH, vem 

an bm an + bm 

GH = ' ■■ ■ -j- ■ —- 

m — n m — n m — n 


13) As bases de um trapézio medem 14 cm e 21 cm res¬ 
pectivamente e a altura, 6 cm. A 1,8 cm da base 
maior traça-se uma paralela a essa base. Calcular 
o comprimento do segmento dessa paralela, com¬ 
preendido entre os lados não paralelos do trapézio. 



Na figura conhecemos: AB = PC = QR; CD, AH e NH 
e DP. Os triângulos ADP e AMQ são semelhantes e 
nois dão: 


DP _ AH 
MP AN 
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i Da figura concluímos que 

DP = DC — AB = 21 — 14 = 7 cm 
AN = AH — NH = 6 —1,8 = 4,2 cm e 

Então 


7 6 

-= —.- e 

MQ 4,2 

7 X 4,2 , Q 

MQ =-—-= 4,9 cm 

6 


A figura também nos mostra que 



MR = MQ + QR = 4,9 + 14 = 18,9 cm 

Divide-se o lado AB de um trapézio qualquer em 
duas partes AD e DB proporcionais a m e n. Pelo 
ponto obtido traça-se uma paralela às bases a eh. 
• Exprimir o comprimento dessa paralela em função 


das bases e de m e n. 


c b "£> 



Na figura 


AE = a; BC = b; DF = d e - 


m 


1S8 


AD 

DB 


n 


A diagonal AC, depois de traçada nos dá: 


(triângulos ABC e ADG) ou 


DG = 


m-f n 


m -f- n 


os triângulos CEA e CFG dão: 


Mas conio 


que também dá: 


e FG = 


m|n 


Como queremos FD e 


FD = FG + GD, vem 


m -f- n 


„„ an bm an +bm 

FD =-1-= —— - 

m -f n m + n m-f n 
















15) De um ponto E sôbre o lado BC do triângulo ABC 
traçam-se paralelas aos lados AB e AC. (ED e EF). 
Calcular EC, de modo que ED — EF (ABC é um 
triângulo qualquer). 


B 



C. Naval — 1963 


0 problema pede EC de modo que se lenha ED=EF. 
Os triângulos CAB e CED, por serem semelhantes 
ião: 

AB AC 

-=- (D 

ED CD 


Por outro lado os triângulos BEF e EDC também 
são semelhantes e nos dão: 


EF 

DC 


BE 

EC 


( 2 ) 


Como devemos ter EF = ED, podemos escrever a 
relação (2) como se segue: 


ED _ BE 
DC EC 


(3) 


Trocando-se os meios da proporção (1), vem: 

AB _ ED 

AC ~ CD 
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( 4 ) 




As relações (3) c (4) moslram que o primeiro mem¬ 
bro de (3) é igual ao segundo de (4) e por isso 
podemos escrever: 

AB BE 

- -- ou 

AC EC 

depois de aplicar uma propriedade das proporções: 

AB + AC EB + EC 

- =- ou 

AC EC 

AB + AC BC 

-— =- e 

AC EC 

ec = _acxbç 
AB +AC 

16) Calcular o lado de um quadrado inscrito num 
triângulo cuja base tem 6 cm e a altura 4 cm. 


A 



e altura AH = 4cm. 

Os triângulos ABC e ADE são semelhantes (DE pa¬ 
ralela a BC; teorema de Tales). 


Podemos então escrever: 

DE AF 


AH 


DE 

BC 
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Mas a figura nos nioslra, uma vez que FH = EF, que: 
AH = AF + EF ou DG ou DE ou GF, 
de vez que 

FH = EF = DG = DE = GF 
por ser a figura DEFG um quadrado. 

Então podemos escrever: 

DE AII —DE 

-=- ou 

6 4 

DE 4 —DE 

-=-=- ou 

6 4 

4 DE = 24 — 6 DE ou 
10 DE = 24 e DE = 2,4 

17) O., lados de um triângulo são AB = 4m; AC = 3m; 

BC = 5m. Uma paralela ao lado BC intercepta os 
lados AB e AC nos pontos D e E, respectivamente. 

Calcular os três lados incógnitos do trapézio BDEC, 
sabendo que o seu perímetro é 10,57 m. 



O leorema de Tales aplicado ao tr.ângulo ABC, dá: 

AE _ DE 
AC BC 




AD 

AB 
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0 ) 


O problema diz que; 

BD + DE + EC + 5 = 10,57 ou 
BD + DE + EC = 5,57 (2) 

Da figura tiramos: 

AD = AB — IID ou AD = 4 —BD 
AE = AC —EC ou AE = 3 — EC 

Substituindo-se os valores de AD e AE, na relação 
(1), vem: 

4 —BD _ 3 —EC _ DE 

AB AC BC 

Tratando-se de uma proporção continuada, po¬ 
demos escrever: 

4 _ BD + 3 — EC + DE _ DE 
AB + AC + BC BC 

7 _ (BD + EC) + DE _ DE 

4+3+5 ~ 5 

A relação (2) permite escrever: 

BD + EC = 5,57 — DE (4) 

Substituindo-se em (3), BD + EC pelo seu valor, 
vem: 

7 _ (5,57 — DE) + DE DE 

-i-=- ou 

12 5 

7 — 5,57 + DE + DE DE 

---—-— = —- ou 

12 5 


ou 

(3) 
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1,43 + 2 DE DE 

-=- ou 

12 5 

12 DE = 7,15 -f 10 DE ou 
12 DE — 10 DE = 7,15 ou 

2 DE = 7,15 e DE = ? - ° = 3,575 m 

2 

Substituindo-se o valor de DE na relação 1, vem: 
AD _ AE _ 3,575 
4 3 5 

Então: 

AD = 2,86 m e AE = 2,145 m 
A figura nos mostra que 

BD = AB —AD e EC = AC — AE 

Então: 

BD = 4 — 2,Sti = 111 ni c EC = 3 — 2,145 = 0 855m 

18) AD e BE são alturas de um triângulo ABC, o ângulo 
ADE = 30° e o ângulo BEI) = 29°. Achar os ângulos 
do triângulo ABC. 



D 
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A figura nos mostra facilmente que o ângulo 
DEC = 90° — 20° =70° e o ângulo EDC = 90“ — 

— 30° = 60°. 

Sendo assim o ângulo C será C = 180° — (70 -f 60) = 
= 50°. 

Xo triângulo MED o ângulo EMD é: 

EM D = 180 — (30 + 20) = 130° 

No triângulo AME o ângulo AME é igual a 180° — 

— 130° = 50; o ângulo AEM é reto e o ângulo MAE 
será consequentemente 10° (90° — 50° = 10°). 

Por outro lado, no triângulo MBD, o ângulo BMD = 
= 50°; o ângulo MDB é reto e o ângulo MBD é 40° 
(90° — 50° = 40°). 

Os triângulos MAE e MBD são pois, semelhantes por 
terem os três ângulos iguais. Assim sendo, os lados 
homólogos são proporcionais e podemos escrever: 

MA ME AE 

MB Ml) BD 

Dessa relação de proporcionalidade concluímos que 
os lados MA e MB do triângulo AMB, são proporcio¬ 
nais aos lados ME e MD do triângulo EMD. Como os 
dois lados mencionados de cada um, formam ân¬ 
gulos iguais (AMB = EMD, opostos pelo vértice) 
concluímos que os dois triângulos AMB e EMD são 
semelhantes (2.° caso de semelhança de triângulos) 
e portanto os ângulos BAM e ABM valem respecti¬ 
vamente 20° e 30°. 

Concluímos então que o ângulo CBA = 40° + 30° = 
= 70° e o ângulo CAB = 40° -f 20° = 60°. 

Os ângulos do triângulo são pois: 50°, 60° e 70°. 
Depois da conclusão a que chegamos, estaremos em 
condições de afirmar que os triângulos ABC e EDC 
são semelhantes e que a reta ED é paralela à reta AB. 














EXERCÍCIOS A RESOLVER 


1) Dividir harmônicamente, na razão Va» 0 segmento 
AB de 12 cm. 

Resp. : MA = 4,8 cm; ALB = 7,2 cm 
NA - 24 cm e NB = 36 cm 

2) Um segmento AB de 20 cm está dividido harmônr 
camente pelos pontos M e N; calcular os 3 outros 
segmentos da divisão harmônica e a razão, sabendo 
que o segmento NB é igual a 40 cm. 

2 

Resp. : NA = 20cm; MA = 6-cm 

3 

MB = 13 —— cm; razão Va 
3 

.. 0 * 

'ÍJ 

3) Um segmento AB tem 12 cm e a distância MN entre 
os conjugados harmônicos é 16 cm. Calcular os 
segmentos da divisão. 

Resp. : 4 cm; 8 cm; 12cm e 24 cm. 

4) Um segmento AB mede 40 cm. Um ponto M entre 
A e B determina dois segmentos AM e MB cuja ra¬ 
zão do primeiro para o segundo é 5. Calcular a 
distâcia de B a N, sendo N conjugado harmônico 
dc M. 

Resp.: 10 cm 

5) Um segmento AB esiá dividido por um ponto M em 
2 segmentos de 12 m e 24 m. Prolonga-se êsse 
segmento até o ponto N, conjugado harmônico de 
M. Calcule NA. 

I.E. — 1951 Resp. : NA = 36 m 
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6) Dado sôbre uma reta o segmento AB = 11 cm. Cal¬ 
cular o segmento MA dessa reta, sabendo-se que M 

3 

divide AB externamenle na razão -. 

4 


C. Naval — 1953 Resp.: MA = 33 cm. 

7) O segmento AB estará dividido harmônicamente 
pelos pontos C e D se tiver a relação 
DA + AC = DC + CB? 

E. P. Cadetes — 1952 Resp.: Não 


8 ) 


Dado o segmento AB = 
dividindo AB na razão 


16 cm e o ponto interior M 
MA 3 


MB 


a que distân¬ 


cia de A está situado o ponto N, conjugado harmô¬ 
nico de M? 


C. Naval — 1958 Resp.: 24 cm 

9) Um feixe de quatro paralelas determina sôbre uma 
transversal os pontos A, B, C e D e sôbre outra os 
pontos E, F, G e H. Sabendo que AB = 0,6 cm; 
BC = 1,5 cm CD = 2,75 cm e EH = (19,4 cm. Cal¬ 
cular EF, FG e GH. 

Resp. : EF = 2,4 cm; FG = 6 cm e GH = 11 cm 

10) Num triângulo de lados a = 7cm; b = 9 cm e 
c — 10 cm, traça-se a bissetriz interna que parte do 
vértice A. Calcule a razão em, que esta bissetriz divi¬ 
de o lado aposto. 


9 10 

Resp.: - ou- 

10 9 


i 


C. Naval — 1953 

















11) Na figura, as retas AB, CD e EF são paralelas. Sa¬ 
be-se que AC = 3 cm; CE = 5 cm e BF = 10 cm. Cal¬ 
cule BD e DF. 



E-.P.C. Exercito - 1952 Resp.: 3,75 cm e 6,25 cm 

12) Os lados de um triângulo medem 10, 15 e 20 metros 

Calcular o menor dos segmentos em que a bissetriz 
interna divide o maior lado. 

C. Naval — 1951 Résp.: 8 cm 

13) Os lados de um triângulo medem 6 cm, 9 cm e 12 cm. 

Calcular os segmentos determinados sôbre o lado 
oposto pela bissetriz do maior ângulo interno. 

C. Naval — 1953 Resp.: 4,8 cm e 7,2 cm 

14 \ os lados de um triângulo medem respectivamente, 
} 4 cm 5 cm e 6 cm. Calcular de quanto é preciso pro¬ 

longar o Sdo maior para que êle encontre a bissetnz 
do ângulo externo oposto. 

C. Naval — 1959 Resp ' : 
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15) Um triângulo tem para lados 20 cm; 30 cm e 40 cm. 
Do vértice oposto ao maior lado, traçam-se as bis¬ 
setrizes interna e externa do ângulo correspondente 
Calcular a distância entre os pés dessas bissetrizes. 

C. Naval — 1952 Resp.: 96 cm 

16) No triâgulo abaixo tem-se: AC = 2 cm e AB = 8 cm. 

AN é a bissetriz externa e CN =-cm. Calcular os 

o 

t) 

segmentos determinados pela bissetriz interna sôbre 
o lado BC. 

(Na figura, não está figurada a bissetriz AM, que 
deve ser traçada por aquele que vai resolver o pro¬ 
blema .) 



17) As bisselrize-, interna e externa do ângulo A, de um 
triângulo ABC, interceptam o lado BC e seu pro¬ 
longamento em M e N respectivamente; sabendo que 
BM = 5 m e CM = 3 cm, calcular CN. 

Resp. : 12 m 


18) O lado a de um triângulo ABC tem 12 cm e o perí¬ 
metro 27 cm. Calcular os outros dois lados, saben¬ 
do-se que a distância entre as interseções das bisse¬ 
trizes interna e externa com o lado a e seu prolon¬ 
gamento é de 16 cm. 

Resp. : 10 cm e 5 cm 
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19) Os três lados dc um triângulo medem 6 cm, 15 cm 
e 18 cm. Quais os lados de um triângulo semelhante 
sabendo-se que a razão de semelhança ou escala do 
primeiro para o segundo é Ví?- 

Resp. : 8 cm ; 20 cm e 24 cm 

20) O perímetro de um triângulo ABC é 45 cm; ai[b' sse - 
triz do ângulo A intercepta o lado BC num ponto Al 
tal que MC = 6 cm e MB = 9 cm. Determinar os 
lados AB e AC do triângulo. 

Resp. : AB = 18 cm e AC = 12 cm 

21) Quais os lados de um triângulo de perímetro 10,5 m 
semelhante a outro triângulo de lados iguais a 
3 dm; 50 cm e 0,7 m, respectivamente. 

E.N.C. Dutra — 1949 Resp. : 21 dm; 35 dm e 49 dm 

22) Um triângulo cujos lados medem 12 m; 18 m e 20 m é 
semelhante a outro cujo perímetro mede 10 m. Cal¬ 
cular o maior dos lados do triângulo menor. 

C. Naval — 1951 Resp. ; 4 m 

23) O perímetro de um triângulo é de 120 m; um dos 
lados tem 45 m. Qual o perímetro do triâgulo seme¬ 
lhante cuj o lado homólogo ao lado dado é de 30 m. 

C. Naval — 1952 Resp. : 80 m 

24) Na figura, sendo AB = 4cm; BD = 3 cm e 
BC = 5 cm, calcule o valor do segmento DE. 



E.P.C. Ar. — 1951 Resp. : 8,75 cm 
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25) Na figura abaixo tcnrse AB = 18 m; AC = 27 m e 
BC = 15 m. 


A 



Sôbre AB, a partir de A, tcma-se AD = 6 m e tra¬ 
ça-se DE paralela a BC. Sendo AF a bissetriz do 
ângulo A, calcule os segmentos DF e EF. 

I.E. — 1951 Resp. : DF = 2 m e EF = 3 m 

26) Dois polígonos são semelhantes e unia das diago¬ 
nais do primeiro é 2 /» de sua homóloga no segundo. 
Determinar o perímetro do segundo polígono, sa¬ 
bendo que o do primeiro tem 14 cm. 

Resp. : 35 cm 

27) A distância entre dois pontos notáveis de uma ci¬ 
dade, tomada em uma planta, mede 50 cm. Sabendo 
que a escala da planta é de Vsooo» determinar a dis¬ 
tância real entre os pontos notáveis. 

Resp. : 2500 m 

28) Na planta de uma casa, um quarto está represen¬ 
tado com as dimensões de 9,0 cm X 6,4 cm. Sendo o 

comprimento real do quar to igual a 4,50 m, qual 
será a sua largura. 

E.P.C. Ar. — 1951 Resp. : 3,2 m 
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29) Num trapézio cujas bases têm respectivamente 
16 cm e 10 cm e a altura 9 cm traça-se uma paralela 
às bases. Determinar o segmento da paralela com¬ 
preendida entre os lados não paralelos, sabendo que 
é igual ao dobro de sua distância à base menor. 

Resp. : 15 cm 


30) 


Sobre o prolongamento do lado AB de um trapézio 

AD 

toma-se um ponto D tal que-= 6. 

DB 


Pelo ponto obtido, traça-se uma paralela às bases 
que medem 4,5 cm e 18 cm. Calcular o comprimento 
da paralela compreendida entre as diagonais pro¬ 
longadas do trapézio. 

Rksp. : 9 cm 


31) No mesmo problema, calcular o comprimento da 
paralela às bases traçados pelo vértice do triângulo 
obtido pelo prolongamento dos lados não paralelos 
do trapézio e compreendida entre as diagonais pro¬ 
longadas. 

Resp.: 12 cm 


32) Siabe-se que AB = 50 cm; BC = 7 cm, AC = 6 cm, 
são os lados de um triângulo ABC. Sôbre o prolon¬ 
gamento de AB toma-se um ponto D pelo qual se 
traça a paralela a BC que corta o prolongamento de 
AC em E. Calcule o perímetro do triângulo ADE 
obtido quando AD = 8 cm. 

^ E.P.C.Ar. —1963 Resp.: 28,8 cm 

* Jjé 33) Em um triângulo ABC cujos lados são: AB = 10 cm; 

AC = 18 cm e BC = 15 cm, marca _ se um ponto E 
sôbre o lado BC e traçam-se por êle paralelas aos 
outros dois lados (EF e ED). Calcular EC de modo 
que ED = EF. 

Resp. : 9,64 cm 
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Num triângulo de lados AB = 12m; BC = 14 m e 
AC = 18m. Calcular DC de modo que DE = DF, 
sabendo que DF é paralela a AB e DE paralela a AC 


C. Naval — 1959 


A base AB de um triângulo mede 16 dm e a altura 
CH, 2 metros. Inscreve-se nesse triângulo um retân¬ 
gulo DEFG, semelhante a outro cujas dimensões são 
6 dm e 8 dm. Pede-se o perímetro do retângulo 
DEFG. 

Resp. : 35 dm 


Unem-se os pontos médios dos lados de um triân 
guio. Achar a razão entie o perímetro do triângulo ob¬ 
tido e o do dado. 

1 

Resp. : - 


Pelos pontos A e B de uma reta, traçam-se perpen¬ 
diculares e sôbre elas tomam-se os segmentos 
AC = 13 dm e BD = 7 dm. No segmento AB, que 
mede 25 dm toma-se um ponto P tal que os ângulos 
APC e BPD sejam iguais. Calcular AP e BP. 


C. Naval — 1958 









e*' 

% 39) 


. ^ 40) 
e*- 

' ^ 41) 

* 42) 

/ 

' •# 43 ) 


As bases de um trapézio medem 6 m e 8 m e a al¬ 
tura 4,5 m. Calcular as distâncias do ponto de inler- 
secção das diagonais às bases do trapézio. 

Resp. : 2 57 m e 1,93 m 
J ? 

Os lados de um trapézio retângulo são £, &, 5 e 9. 
Quanto vale o segmento que une os meios dos lados 

iguais. t v - J4TT7 Q 

^ I ~h ' ~z, J -J, 

E.N.C. Dutra — 1951 ^ ! -* a Resp.: 4.7 

Ã * 7/ V ’ 

“ X * -V ' V f 7 

As bases de um trapézio medem 8 m e 12 m e os 
lados 3m e 5 m. Calcular os dois lados do triângulo 
que se obtem prolongando os lados do trapézio. 

C. Naval — 1959 Resp.: 9m e 15 m 

Num retângulo ABCD de lados AB = 12 cm e 
CB = 9 cm, a reta que liga o vértice C ao meio M de 
AB, intercepta a diagonal BD em I. Calcular as dis¬ 
tâncias daquele ponto aos lados do retângulo. 


Divide-se o lado BC de um trapézio em dois segmen¬ 
tos BF e CF proporcionais a 3 e 2. Pelo ponto F tra¬ 
ça-se EF, paralela às bases. Calcular EF, sendo 
AB = 38,5 m e CD = 12,45 m. 


E. Militar 


Resp. : 22,87 m 


■c 43) Num triângulo retângulo os catetos são 5 cm e 2 cm. 
A mediatriz da hipotenusa intercepta o cateto maior 
no ponto M. Determinar a distância dêsse ponto ao 
vértice do ângulo reto. 

Resp.: 2,1 cm 

44) Se uma haste de 50 cm produz uma sombra de 20 cm, 
calcular a altura de um poste cuja sombra é de 


3 m na mesma ocasião. 


Resp. : 7,5 m. 
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. 45) Em um triângulo ABC a bissetriz do ângulo A en¬ 

contra o lado BC num ponto D situado a V 4 do com¬ 
primento dêsse lado a partir de B. Calcule quantas 
vêzes o lado AC contêm o lado AB. 


E.N.C. Dutra — 1955 


Resp. : AC = 3 AB 










RELAÇÕES MÉTRICAS NO TRIÂNGULO 
RETÂNGULO 

Projeção ortogonal de um ponto sôbre uma reta é o pé da 
perpendicular trançada dâsse ponto, sôbre a reía. 

Projeção ortogonal dè um segmento de reta sôbre uma 
reta é o segmento de reta compreendido entre as projeções 
dos extremos do segmento de reta, sôbre a reta. 



Na figura temos, a partir da esquerda. 

a —projeção do ponto A sôbre xy. 

ab — projeção do segmento AB, oblíquo à xy. 

ab — (verdadeira grandeza — projeção do segmento 
AB paralelo a xy; 

ab) — projeção do segmento AB, perpendicular a xy 
(um ponto). 


teorema 1 


A hipotenusa é igual à soma das projeções dos catetos 
b e c sôbre ela. 


A 



a. 

FIG. 1 

Na figura 1 

ABC — triângulo retângulo; Â = 9tC 
a — hipotenusa 
b e c — catetos 

m e n — projeções dos catetos c e b sôbre a hipotenusa 
ou segmentos em que a altura divide a hipotenusa, 
h — altura relativa à hipotenusa. 

Relação : 

a = m-f n 


Teorema 2 

Qualquer cateto é média proporcional entre a hipote* 
iiusa e sua projeção sôbre ela, isto é, m e n. 

Reportando-nos à figura 1 

Relação: 

b 2 - an e c 2 = am 
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Teorema 3 


A altura h é média proporcional entre os segmentos que 
determina sôbre a hipotenusa. 

Ainda na figura 1 
Relação : 

h 2 = m X n 

, i . ué 

Teorema 4 (Pitagoras) 

O quadrado da hipotenusa é igual a soma dos quadrados 
dos catetos. 

Tirado da figura 1 

Relação : 

a 2 = b 2 + c 2 

Teorema 5 

ü produto da altura relativa à hipotenusa pela hipote¬ 
nusa, é igual ao produto dos catetos. 

Relação : 

ah = hc 

Triângulo Pitagonco é o triângulo retângulo que 
tem para lados, números inteiros. 

Pode ser determinado com, o auxílio da expressão. 

(p 2 + q 2 ) =• (p 2 — q 2 ) + (2 pq) 2 , 

que é a identidade de Platão e na qual p e q podem ter quais¬ 
quer valores que não sejam zero. 

O triângulo Pitagórico mais notável é o que tem para 
lados os números 3, 4 e 5 e para área 6, qualquer que seja a 
unidade considerada. 

É obtido, fazendo-se na identidade de Platão, p e q iguais 
a 2 e 1, respectivamente. 


Teorema 6 

O cateto aposto ao ângulo de 30° é igual à metade da 
hipotenusa e o aposto ao ângulo de 60°, é igual à hipotenusa 

multiplicada pela metade da raiz quadrada de 3 ^—~~~) * 



FIG. 2 


Na figura 2 


ABC — triângulo retângulo 


Relação : 


A = 90° B = 60° e C = 30° 


a . a y/J 
c =- e b = _____ 

2 2 


Teorema 7 


A mediana relativa à hipotenusa é igual à metade da 
hipotenusa. 
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A 



FIG. 3 


Na figura 3 

ABC — triângulo retângulo A = 90° 

AM (m„) — mediana relativa à hipotenusa 

Relação: 

a 

m a =- 

2 

Uma vez que tratamos da mediana relativa à hipotenu¬ 
sa, daremos às expressões que exprimem as medianas re¬ 
lativas aos catetcs b e c respectivamente. 

m b = JLva- + 3c 2 = _l. Vh 2 + 4 c* = 

2 2 


= _lV‘ta 3 —3 b 2 

2 

m c = — V a- -|- 3 b 2 = — V c 2 + 4 b* = 

2 2 


= — V I a s — 3 c- 

2 
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A 



FIG. 4 

Na figura 4 

ABC — triângulo retângulo; Â = 90° 

AM, AMi e AM 2 — medianas do triângulo 
P — interseção das medianas; é o baricentro ou o centro 
de gravidade do triângulo. 

BISSETRIZES DOS ÂNGULOS INTERNOS DE UM 
TRIÂNGULO RETÂNGULO 
Do ângulo A: 












Na figura 5 

ABC — triângulo retângulo; Â = 90° 

AP, APi e AP 2 — bissetrizes dos ângulos A, B e C respec¬ 
tivamente (B.B eB ) 

A c C 

I — ponto de interseção das bissetrizes; é o incentro, 
(centro do círculo inscrito ao triângulo). 


BISSETRIZES DOS ÂNGULOS EXTERNOS DE UM 
TRIÂNGULO RETÂNGULO 


Na figura 6 


ABC — triângulo retângulo 

AP, BPj e CP 2 — bissetrizes dos ângulos externos cm 
A, B e C. 

Do ângulo externo A 

R , _ bc\/2" 

A h e 

Do ângulo externo B 

B’_= —-VÜa (a — c) 

B a c 

Do ângulo externo C 

B c=ir i_), ( a — b > 

Ainda na figura 

M — ponto de encontro das bissetrizes internas; incentro 
I, F I” — pontos de encontro de duas bissetrizes externas 
com a bissetriz interna dos ângulos náo adjacentes; são os 
centros dos círculos ex-inscritos ao ti-iângulo. 


RAIO DO CIRCULO INSCRITO NO 
TRIÂNGULO RETÂNGULO 














A primeira expressão mostra que êle e igual a metade da 
diferença entre a soma dos catetos e a hipotenusa. 

RAIO DO CIRCULO CIRCUNSCRITO NO 
TRIÂNGULO RETÂNGULO 



FIG. 7 


Nas fórmulas apresentadas 

a, b, c — lados do triângulo retângulo 
ABC da figura 7 

R e r _ raios dos círculos circunscrito e inscrito, res¬ 

pectivamente. 

p — semi perímetro do triângulo 
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Teorema 8 

Em todo triângulo retângulo, a soma dos catetos é 
igual à soma dos diâmetros dos círculos inscrito e circunscrito. 

Na figura 7 


- raio do círculo circunscrito 
raio do círculo inscrito 
■ — catetos 
2 R — hipotenusa 


Relação 


DISTÂNCIA ENTRE OS CENTROS DOS CÍRCULOS 
CIRCUNSCRITO E INSCRITO EM UM 
TRIÂNGULO QUALQUER 


Teorema 9 


Em qualquer triângulo yir distância d do ce 
círculo inscrito tendo r de raio, ao centro do cír< 
cunscrito de raio R é dada pela relação 

d^ R (R — 2 r) 

ALTURA DO TRIÂNGULO EQUILÁTERO 













Na figura 8 


ABC — triângulo equilátero 
AH (h) — altura do triângulo. 


BH = CH = 


BC 

2 


AB, AC, BC — lados (iguais) 1 


Relação : 


h = l NI- 
2 

DIAGONAL DO QUADRADO 



Na figura 9 
ABCD — quadrado 

AB, AC, CD e AD — lados (iguais a 1) 
d — diagonal do quadrado 

Relação : 

d = l V? 
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EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 

1) Num triângulo retângulo as projeções dos catetos 
sôbre a hipotenusa valem 3,60 m, e 6,40 m. Calcular 
os catetos; a hipotenusa e a altura. 

A figura 1 do início do capítulo, nos permitiu es¬ 
crever, de acordo com o teorema 1: 

a = m n, onde 
m = 3,60 e n = 6,10 m. 


Então; 


a = 3,60 -f- 6,40 = 10 m 


O teorema 2 nog diz que: 

b 2 = an e c 2 = am, então 
b 2 = 10 X 6,40 = 64 m 2 e 
c 2 = 10 X 3,60 = 36 m 2 e 
b = 8m e c = 6m. 

O teorema 3, nos diz que: 

h 2 = m X n ou 

ih 2 = 3,60 X 6,40 = 23,04 m 2 e 

h = 4,8 m. 

2) A hipotenusa de um triângulo retângulo med-: 
50 m e um dos segmentos determinados pela altur. 
sôbre a hipotenusa mede 30 m. Calcular a alturu. 
e os catetos. 

O teorema 1 diz que: 

a = m-f n 
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No problema a = 50 m c m = 30 m 
Então 

n ■==■ a_iu— 50 — 30 = 20 ni 

O teorema 2, nos dá: 

b 2 = an e c 2 = am 

Então: 

b 2 = 50 X 20 = lOCO m 2 e 
c 2 = 50 X 30 = 1500 m 2 ou 
b = 31,6 m e c = 38,7 m 

0 teorema 3, nos ensinou que 

h 2 = m X n e 

h 2 = 30 X 20 = 600 m 2 e 

h = 24,4 m. 

3) Os catetos de um triângulo retângulo valem 6m e 
8m. Calcular a hipotenusa, as projeções dos catetos 
sôbre a hipotenusa e a altura relativa à hipotenusa. 

O teorema 4, dá: 

a 2 = b 2 -f c 2 

No problema b = 6m e c = 8m, então: 

a 2 = 36 4- 64 = 100 m 2 e a = 10 m 

O teorema 5 nos fornece a relação 

a h = b o e então 

10 X h = 6 X 8 e h = m - = 4,8 m 

10 m 
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Vimos também que 

b 2 = an e c 2 = am 

36 = 10 n e 64 = 10 m e 

n = 3,6 e m = 6 ,1 

4) Em um triângulo retângulo a hipotenusa mede 
10 m e a altura relativa à mesma mede 4,80 m. Cal¬ 
cular os catetos. 

O teorema 5 nos dá 

a h = b c ou 
10 X 4,80 = b c ou 
48r=bc ( 1 ) 

l’or outro lado, o teorema 4, diz que: 

a 2 = b 2 4 - c 2 , isto é, 

100 = b 2 4 - c 2 ( 2 ) 

As equações (1) e (2) formam um sistema do 2.° 
grau, que resolvido dá: 

b = 6 m e c = 8 m 

5) Calcule a hipotenusa de um triângulo retângulo em 
que um dos catetos mede 18 3m e a altura relativa 
à hipotenusa 11.7 m. 

Do teorema 4 tiramos 

■V 

b 2 = a 2 — c 2 e do 5 
b c = a h. 

Se j a 

c = 18,3 m e h = 11,7 m 
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Então 


b s = a 2 — 18,3* 

18,3 b = 11,7 a ou 
r b 2 = a 2 — 334,89 (1) 


18,3 

As equações (1) e (2) formam um sistema que re¬ 
solvido dá: 

a = 24 m e b = 15,3 m 

6) Num triângulo retângulo a hipotenusa vale 5m e 
a diferença entre os eatetos é de 1 m. Calcular os 
catetos. 


O teorema 4 dá: 


a 2 = b* + c 2 


O problema diz que: 
b_c = 1 


Então 


(D 


25 = b 2 + e 2 

1 = b — c 


A resolução do sistema (1) nos dá: 
b=4m e c=?m 



7) O catetos de um triângulo retângulo são proporcio¬ 
nais aos números 3 e 4; sua soma é 28. Calcular a 
hipotenusa. 
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Podemos escrever: 

j 4-4 • 

[ b + c = 28 

O sistema formado pelas duas equações dá: 
b = 12 m e c = 16m 

A aplicação do teorema 4 dá: 

a 2 = 12 2 + 16 2 ou 

a 2 = 144 + 256 = 400 e a = 20 ra 

8) A soma dos catetos de um triângu'o retângulo vale 
21 m e a hipotenusa tem 15m. Calcular cs catetos. 

Já sabemos que 

a 2 = b 2 + c 2 ou 225 = b 2 + e. 2 (1) 

O problema da 

b + c = 21 (2) 

As equações (1) e (2) formam um sistema que re¬ 
solvido dá: 

b = 9 e c = 12 

9) Calcular os três lados de um triângulo retângulo sa¬ 
bendo-se qoe o perímetro vale 30 m e a diferença dos 
catetos é de 7 m. 

O problema diz que: 

2 p = a + b + c = 30 m (1) 

b — c = 7 m. (2) 

A relação (1) pode scr ercrita: 
b -f- c = 30 — a, 
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que combinada com a relação ( 2 ) dá: 


«5/ 


Jj — 


(3) 


23— a 


e c = 


( 4 ) 


O teorema 4 nos diz que: 

a 2 = b 2 + c 2 (5) 


Substituindo b e c pelos valores de (3) e (4), em 
(5), vem: 


/ 37 —a Y / 23 —a \ 2 
a = ( — ) * ( —) 


1369 —74 a+a 2 529—46 a-)-a 2 

a 2 =--- 1 -ou 


4 


a 2 + 60 a — 949 = 0 
que resolvida dá: a = 13m 
Com êsse valor de a, teremos: 



13 


24 


2 


= 12 m 


c 


23 — 13 _ 

c =-= 5 m 

2 

10) Em um triângulo retângulo a hipotenusa excede os 
catetos, respect vamente de lm e 8 m. Quais são os 
três lados do triângulo? 

O problema nos diz que: 

a — b = lm e a — c = 8 m 

Podemos então concluir que: 

b = a — 1 e c=a — 8 
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Ê ses dois valores subsliluidos no teorcfixa h, isto é, 
a 2 = b 3 -f-c a , dão a 2 = (a — l )' 2 + (a— 8 )-’ 
que resolvida dâ: a = 13 e consequentemente 
b = 12 m e c = 5 m 

11) Calcular os lados de um triângulo retângulo, cujo 
perímetro tem 12 m e a altura relativa a hipo¬ 
tenusa 2,4 m. 

O problema diz que: 

a + b + c = 12 (1) e 2,4 a = bc (2) 

Da relação (1) tiramos 

b -f c = 12 — a, 
qiie elevada ao quadrado dá: 

b 2 + 2bc + c 2 =: 144 — 24 a + a 2 ou 
b 2 + 2 X 2,4 a + c 2 = 144 —,24 a + a 2 ou 
b 2 4 - c 2 = 144 — 24 a + a 2 —4,8a ou 
b 2 + c 2 = 144 — 28,8a+a 2 (3) 

Se considerarmos que 

a 2 = b 2 + c s ( 4 ) 

e substituirmos em (3), b 2 + c s , pelo seu valor a 2 , 
vem; 

a 2 - 144 — 28,8 a+a 2 ou 

144 

28,8 a = 144 e a = ■ =5m. 

28,8 


H 
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Achado o valor de a, teremos: 

b + c = 12 — 5 = 7 e 
2,4x5 = bc ou bc — 12 


Tendo-se: 

b -f c = 7 e bc = 12 

obteremos: 

b = 4 e c = 3, 

se resolvermos o sistema. 

12) Calcular os três lados de um triângulo retângulo 
cuja soma é 30m e cuja scma dos seus quadrados 
é 338 m 2 

O problema permite escrever: 

a + b + c = 30 (1) a 2 + b 2 + c 2 = 338 (2) 

Por se tratar de triângulo retângulo 
b 2 + c 2 = a 2 (3) 

Substituindo-se esse valor de b 2 + c 2 na equação (2), 
vem: 

a 2 + a 2 = 338; 2 a 2 = 338 
a 2 = 169 e a = 13m 

Substituindo-se esse valor em (1) e (2), vem: 
b + c = 30— 1-3 = 17 (4) 
b 2 + c 2 = 338 — 169 = 169 (5) 

As equações (4) e (5) formam um sistema que resol¬ 
vido dá: 

b = 12m e c = 5 m 
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13) Num triângulo retângulo um dos ângulos agudos 
vale 30°. O cateto aposto a esse ângulo vale 10 m. 
Calcular o outro cateto e a hipotenusa. 

O teorema 6 diz que, no caso 

a = 2 X 10 = 20 m e 

b - 20 X^-= 10 VT= 17.32 m. 

2 

14) A altura de um triângulo retângulo relativa à hipo¬ 
tenusa mede 12 m e as projeções dhs catetos sôbre 
a hipotenusa diferem de 7m. Calcular os lados 
desse triângulo. 

O teorema 3 ncs permite escrever: 

h 2 = mn = 144 (1) 
e o enunciado do problema 
m — n = 7 ( 2 ) 

As equações (1) e (2) formam um sistema que re¬ 
solvido dá: 

m = 16 e n = 9 

Como 

a = m -f- n, teremos: 
a = 16 -)- 9 = 23 m. 

O teorema 2 nos permite escrever: 
b 2 = an e e 2 = ani 

e consequentemente obter 

b 2 = 25 X 9 e c 2 = 25 X 16, 


l 


195 











que nos dão: 

b = 15 m e c = 20 m 

16) Num triângulo retângulo, isósceles a altura que cai 
sôbre a hipotenusa mede 4m. Calcular os lados do 
triângulo. 


A 



H 


O triângulo ABC, retângulo em A e isósceles fica 
decomposto em dois triângulos iguais, quando tra¬ 
çamos a altura AH, relativa à hipotenusa. 

Já vimos que: 

h 2 = m. n e no caso 

h a = m. m = m 2 e h = m =r 4 metros 

Sendo assim e como 

a = m, -)- n, 

no caso em questão, teremos 

a=m + m = 2m=8 metros. 


Sendo b = c 


a 2 = b 2 -f- b 2 ou a 2 = 2b 2 ou 

64 = 2 b 2 e> b 2 = 32 e b = c = 5,6m 
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16) Os catelos de um triângulo retângulo são 3m e 4m. 
Sobre a hipotenusa, a uma distância de 2m de um 
dos Vértices, marca-se um ponto. Calcular a dis¬ 
tância dêsse ponto ao vértice do ângulo reto. 


A 



Na figura, AC = 3nr; AB = 4m e BD = 2m. Quere¬ 
mos calcular AD. CH e BH são projeções dos catetos 
sobre a hipotenusa e AH a altura relativa à hipo¬ 
tenusa. 

Para calcularmos a hipotenusa usaremos o teore¬ 
ma í e vem: 

a 2 = b 2 -f- c 2 ou 

a 2 = 9 -f- 16 = 25 e a = 5 

Ueterminemos o valor ila projeção BH. 

O teorema 2, dá: 


AB 2 = BC X BH e 

BH = -é2^ = 21 = s , 2m . 

BC 5 

Podemos escrever: 

DH = BH — DB ou DH = 3,2 — 2 = l,2m 


« 
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O triângulo AH1) é re ângulo; para calcular sua hi¬ 
potenusa AD, que c o. elemento procurado, cal¬ 
culemos AH, por meio do teorema 5. 

Vem: 

AH X CB = AC X AB e 

ACXAB 3X4 

AH =-=-= i,4 in 

CB 5 

Aplicando o teorema 4 ao triângulo AMD, vem: 

Al) 2 = AH 2 + HD 2 ou AD 2 = 576 + 1,44 ou 
AD 2 = 7,20 e AD — 2,6 m. 

Êste exercício pode ser resolvido por intermédio 00 
teorema de Stewart apresentado em outro capitulo. 

17) Calcular a altura de um triângulo equilátero cujo lado 
tem 12 m. 

Vimos que: 

h=-B£L 

2 

Então: 


h = 12 *- V - = 6 10,38 m. 

2 

18) O lado de um triângulo equilátero excede a altura 
de 3,59m. Calcular o lado. 

Pelo enunciado do problema podemos escrever: 

1 — h = 3,59 ou 1- * _ = 3,59 ou 


19 $ 


2 



1 (2 — VTT) 


= 3,59 e 


2 X 3,59 

2 — VTT 


= 26,50 m 


O perímetro de um quadrado é 20 m. Calcular sua 
diagonal. 

O perímetro do quadrado sendo igual ao quádruplo 
do lado, vem: 

2p = 41, segue-se que 

20 = 41 e 1 = 5 m. 

Vimos que a diagonal do quadrado é: 

d = 1 V^T então 


d = 5 \/T= 5 X 1,41 = 7,05 m. 

0 perímetro de um losango tem 20 dm. A diagonal 
menor é igual ao lado. Calcular a diagonal maior. 



S> 
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O problema diz que CD = AC. Como o perímetro 
é 20 dm, segue-se que o lado 


AC = 


20 dm 
4 


= 5 dm 


Como CD = AC, segue-se que o triângulo ACD é 
equilátero e tem para lados 5 dm. Nessas condições 
AM = MB é a altura do triângulo equilátero acima 
referido e dada por 


AM = 


CD V3 
2 


5 V 3 
2 


Como AM = MB, segue-se que AB = 2 AM e então 


AB = X 2 = 5 \T5= 8,65 dm 

2 

21 ) Calcular a base menor de um trapézio isósceles, 
cujos ângulos agudos medem 45°, sabendo-se que a 
base maior tem 19,8 m e os lados não paralelos 
7,07 m. 



D 


AC = BD = 7,07 

O triângulo retângulo AHC é isósceles e portando 
AH = CII. Então: 

AC 2 = CH 2 + AH 2 ou AC 2 = 2 CH 2 e 

7,07 2 = 2 CH* ou 49,9849 = 2 CH 3 
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CH = v 24,9924 = 5 m. (aproximadamente) 

Sendo o trapézio isósceles CH = GD e porque 
AB = HG, segue-se que seu valor será: 

HG = AB = CD — 2 CH ou 
AB = 19,8 — 2x5 = 9,8 m. 

Calcular as diagonais de um trapézio isósceles, co¬ 
nhecendo suas bases: 19,8 m e 9,8 m e sabendo que os 
lados não paralelos valem 7,07 m. 


Por se tratar de trapézio isósceles 


CH MD Então: AB = HM = 9,8 e 
CD AB 19,8-9,8 


Os triângulos retângulos ACH e BDM 
e permitem calcular AII = BM, altun 
com o auxílio do teorema 4. 










O triângulo retângulo AHD, do qual conhecemos 
AH ='5m e HD —, CD — CH — 19*8 — 5 = 14,8, 
permitirá calcularmos AD diagonal do trapézio. 

Vejamos: 

AD 2 = AH 2 + HD 2 AD 2 = 5 a + 14,8 2 ou 

A D 2 = 25 + 2 9,04 = 244,04 e 


AD = V 244,04 = 15,6m 

23) Um triângulo retângulo está inscrito num circulo de 
diâmetro 37 m e circunscrito a um círculo de raio 
5 m . Calcular os catet.os desse triângulo e a distância 
entre os centros dos dois circulos. 

Vimos no inicio do capitulo que: 

a b + c— a 

R =- e r =- 

2 2 


Então: 


a = 2 R = 37 ra e r = 
b + c — 37 


b + c— a 


ou 


5 = ■ 


e b + c = 47 (1) 


O teorema de Pitágoras 
a 2 = b 2 + c a 

completará a segunda equação que irá constituir 
com a equação (1) o sistema cuja solução dá: 

b = 35 e c = 12 m. 

Vimos também que: 

d 2 = R (R—2 r) d 2 = 18,5 (18,5 — 10) 

d 2 = 157,25 
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Então: 


d = V 157,25 = 12 5 

24) O perímetro de um triângulo letângulo é 24 m e o 
raio do circulo inscrito neste tr ângulo é 2 m. Cal- 
' cular os lados do triângulo. 


Os dados do problema pe mi tem escrever 
a + b + c = 24 (1) 

bc 


r _ 


a + b-f c 


= 2 (2) 


O teorema 4 nos dá: 


a 2 = b» + c 2 (3) 

As equações (1), (2) e (3) formam um sistema que 
iremos resolver. 


A equação (1) pode ser escrita: 
b + c = 24 — a (i: j ) 

A equação (2), face a 0 valor de a + b + c se reduz a 
bc = 48 (2. a ) 

a 2 = b 2 + c a (3.*) 

Elevando-se a equação (l. a ) ao quadrado vem: 
b 2 + c 2 -f 2 bc = 576 —a + a a 

2X48 = 576 — 48 a + a 2 e 
48 a = 480 e a = 10 m. 

Ficamos assim com as equações 

b -f- c = 14 e bc = 48 

que tem para raízes 

b=8m e c=6m 
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2f>) Calcular o raio «lo círculo inscrito num triângulo 
isósceles cujos lados iguais valem 5m e o dife¬ 
rente 6 m. 

Resolvamos o problema de um modo geral,, isto é, 
calculemos o raio do círculo inscrito ao triângulo 
isósceles cujos lados iguais valem b e o diferente a. 


A. 



Os segmentos HC e CN são iguais parque são tan¬ 
gentes a um mesmo círculo, traçadas de um ponto 

exterior; CN = CH =-. 

2 

AN = AC — CN ou AN == b- 

2 

AH é a altura do triângulo isósceles e tem para 
expressão: 



2 
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No triângulo retângulo AON, 
AO = AH — OH ou 


AO 


= ( 


V 4 b a — a 2 


■0 


O mesmo triângulo relângulo nos permite escrevter, 
de acôrdo com o teorema %. 




a/4 b 2 — a 2 


) 


ou 


b 2 — ab -)-1- r 2 = 

4 


4 b 2 —a 2 
4 

2 v/b* — 


■ 2 V b 2 • 


X r + r 2 


a 2 


X r = ab — 2 - 


ou 


2^/b* 


X r = ab 


a-; 


ab 


r = 


r = 


2 

2 ab — a* 


2\/b s 


4y/ 4 b 2 — a 2 


4 

2 ab — a 2 


2 V 4 b 2 — a 2 

que é a expressão procurada. 
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Aplicando-a ao caso do exercício proposto, vem: 
2X5X6—6» 60 — 36 

r = 1" “ ~Í6“~ 

2 V 100 — 36 


16 

26) Calcular o raio do círculo circunscrito ao triângulo 
isdsceles de lados 5m; 5m e 6m. 

Como no exemplo anterior, resolvamos o problema 
de um modo geral. 


A 



Na figura temos: 


AP_ (altura do triângulo isós c ele s ) = V - 

4 




BP = —. 


a 

2 
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No triângulo A B R, retângulo em B, B P é a altura 
relativa à hipotenusa AR = diâmetro do circulo 
circunscrito ao triângulo A B C e como tal 

B P 2 = A P X P R ou B P- = h X P R ou 

a 2 / ã 2 " 

-= VP--X PR e 

4 4 


a 2 



V 4 b a — a 2 2VÍ4b 2 — a 2 


2 


Mas 


AR = diâmetro = PR -f- AP 

Então: 


a s V 4 b* — a 2 

+ —-— 2 R 


2V4b 2 


-- -- , + V4t) 2 -a 2 = 4R 

\4b 2 — a 2 

a 2 + 4b 2 —a 2 
— - - 4R e 

V 4 b 2 — a 2 


V 4 b 2 — a 2 

Posto isto, resolvamos o problema proposto. 

R = — .... 5 ' = — = 3,125 m 

V 4 X 5 2 — O 2 8 


ou 


ou 



I 


H 
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27) Calcular os cálcios dc um triângulo rclàugulo, 
sendo a hipotenusa igual a 5 m e o raio do circulo 
inscrito igual a 1 m. 

Como vimos: 

b + c—a 

r =- 

2 

Como a = 5m, e r = l; leremos: 

b + C ~ 5 -1 ou b + c = 7 (1) 

2 

Por outro lado 

a 2 = b 2 + c 2 ou 25 = b 2 c 2 (2) 

As equações (1) e (2) formam um sistema que tem 
para solução: 

b=3m e c = 4 m 

28) Em um círculo de 1,20 m de raio traça-se uma corda 
de 1 m; calcular a distância dela ao centro do 
círculo. 

D 



C 


A B= 1 m 

AM = MB (toda corda perpendicular ao diâmetro 
fica dividida ao meio pelo diâmetro). 

CD — diâmetro perpendicular à corda AB 
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A 0 = 1,20 m 
Queremos calcular O M. 

O triângulo retângulo MAO dá, de acordo com o 
> teorema 4 

A O 2 = A M 2 + ü M 2 ou 
(1,20) 2 = (0,5) 2 + OM 2 ou 
O M 2 = 1,44 — 0,25 = 1,19 m 2 

O M = yTÍ9 = 1,09 m. 

29) Os raios de dois círculos concêntricos são 6 dm e 
8 dm. Calcular o valor da corda do círculo maior, 
tangente ao menor. 



Na figura o triângulo MOA é retângulo (A tan¬ 
gente AMé perpendicular ao raio O M no ponto de 
tangência M). 

A relação 4 nos dá: 

R 2 = r 2 + A M 2 e AM 2 = 64 — 36 = 28 e 
A M = 5,29 m. 

AB = 2AM = 2 X 5,29 = 10,58m 
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30) Os raios do duas circunferências exteriores são 
iguais a 8 m e 3 m respectivamente. A distância 
de seus centros é de 15m. Calcular o comprimento 
da tangente comum externa aos dois círculos. 



Na figura 0 0’ = 15m; OA = 8m; Q’B = 3m; 
OP = OA — 0’B = 5 m. 

0’P, tangente ao círculo de raio 
OP, traçada no ponto O’; é igual a AB. 

Por ser 0’P tangente ao círculo de raio O P é per¬ 
pendicular a O P em P e por isso o triângulo O P O* 
é retângulo em P e dele conhecemos: 

00’ = 15 m e 0P = 5 m 

Então: 


0’P 2 = OO’ 2 — OP 2 
e depois das substituições: 

0’P = Atí = 14,142 m. 
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31) Os raios de duas circunferências são 4 cm e 8 cm 
e a distância dos centros 15 cm. Calcular o segmento 
da tangente comum interna. 



Na figura.: OO’ = 15 cm; O A = 8 cm e 0’B = 4 cm. 
AB — tangente comum interna a determinar. 


Os triângulos retângulos MOA e M 0’ B são seme 
lhantes e nos permitem escrever: 


O A OM 

-=- e 

0’B 0’M 

O A + 0’B 
0 A 


O M + 0’M = 15 


O M + O’ M 
- ou 

OM 


ou 


8 + 4 15 

_=- e 

8 O M 


O M = 


8 X 15 
12 


= 10 cm 


Consequentemente: 

0’M = 15 — 10 = 5 cm 

Os triângulos retângulos acima mencionados dão 
também: 

A M 2 = O M 2 — 0 A 2 = 100 — 64 = 36 e 
AM=6 cm. 

M B- == 0’M 2 — 0’B* = 25i—16 = 9 e 
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MB = 3 

A B = 6 cm + 3 cm = 9 cm. 

32) Calcular o comprimento da corda comum à dois 
círculos de raios 12 m e 15 m, sabendo que a dis¬ 
tância de seus centros é 18 m. 



Sabemos que AB = 2AM. 

Os triângulos retângulos AMO e AMO' dão, res¬ 
pectivamente: 

A M 2 = A O 2 — O Ma 

A M 2 = A O’ 2 — 0’Ms 


Se considerarmos que 0’M = 12—O M, vem: 

A M 2 = A O 2 — 0 M 2 e 
AM 2 = AO’ 2 — (12 — OM) 3 

As duas equações formam um sistema que resol¬ 
vido dará o valor de O M e A M e que são: 

O M — 11,25 m e AM = 9,92 m 

Como: 

AB = 2 A M teremos 
A B = 2 X 9,92 = 19,84 m 
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33) Calcular a altura de um los-ango, cujas diagonais 
medem 12 m e 16 m. 

A 



B 


Chama-se altura do losango, como vimos, a distân¬ 
cia entre dois lados opostos; na figura a reta MN. 

Os triângulos A P C e D P B são retângulos e as 
relas PNe PM são suas respectivas alturas, rela¬ 
tivas às hipotenusas AC e BD. Como os ditos 
triângulos são iguais, suas alturas PN e PM tam¬ 
bém são. 

Calculemos uma delas e multipliquemos por dois, 
seu resultado. Teremos inicialmente que calcular o 
lado do losango. Temos: 

A C 2 = 6 2 + 8 a = 36 -f 64 = 100 e AC - 10 

A seguir, sabemos que 

AC X PN = PC X AP ou 

48 

10XPN = 6X8 e PN =-= 4,8 m 

10 

N M = 2jP N =i E X 4$ =#,6 m. 
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39) As bases de um hapézio medenj 10 m e 28 m e os 
lados não paralelos 7,8 m e 13 m. Calcular a altura 
do trapézio e as diagonais. 



A figura nos mostra que H E = A B = 10. 

Os triângulos retângulos A H D e B E C, dão: 

h 2 = 13 2 — n a (1) e h 2 = 7,8 2 — m 2 (2) 

Por outro lado 

m + n = 28 —10 = 18 (3) 

As equações (1), (2) e (3) formam um sistema que 
rasoMdo dá: 

n *= 12 e m = 6 

Com os valores de n = 12 ou mi = 6 nas equações 
(1) ou (2) teremos: 

h 2 = 13 2 —12 2 = 169 —144 = 25 
h =r 5 

Os triângulos A H C e B E D são retângulos e o cál¬ 
culo de suas hipotenusas responde às perguntas: 

A C = 17,7 m e BD = 22,5m. 
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35) O menor dos lados de um trapézio retângulo é a 
base menor. Calcule o perímetro do trapézio, sa¬ 
bendo que os lados desse quadrilátero são núme¬ 
ros inteiros e consecutivos. 

I.E. — 1955 


A b B 



b <r 3 


O triângulo B II C é retângulo e o teorema de Pi- 
tágoras nos dá: 

(b + 2) 2 = (b + l) 2 + 3 2 ou 

b 2 + 4 b + 4 = b 2 + 2 b + 1 + 9 ou 

2 b = 6 e b = 3 

Depois disso concluímos que os lado s do trapézio 
são: 3, 4, 5 e 6 e o perímetro é 18. 

36) Calcular os lados não paralelos e as diagonais de 
um trapézio isóseeles, sabendo que as diagonais sao 
perpendiculares aos lados não paralelos e que as 
bases medem 12 m e 24 m. 
















A B = HI = 12 m. 

D H = C I = (24 —12) -r- 2 = 6 m 

No triângulo retângulo ADC temos: 

A H 2 = D H X H C ou A H 2 = 6 X 18 = 108 

No triângulo retângulo AHC temos: 

AC 2 = AH 2 + HC 2 ou AC 2 = 108 + 18 2 = 432 

J 

A C = \/432 = 20,78 m. 

No triângulo retângulo ADC, temos: 

AD 2 = DC S — AC 2 ou 
A D 2 = 24 2 — 432 = 576 — 432 = 144 

AD = 12 m. 


37) Na figura que se segue, AB = 4m; DC = 9m. As 
diagonais AC e RD são, perpendiculares. 

Calcular a altura do trapézio (h); suas diagonais AC 
e B D e o lado B C. 


A A B 



Traçando-se pelo vértice A do trapézio a paralela 
AE, à diagonal BD, obtemos o triângulo retângulo 
AEG, no qual os segmentos ED e DC são da hipo- 
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tenusa EC, e determinados pela altura AD do 
triângulo e também do trapézio. 

Então podemos escrever: 


A D 2 = E D X D C ou 
A D 2 = 4 X 9 = 36 e A D = 6 m. 

No mesmo triângulo retângulo têmos: 

A C 2 = A D 2 + D C 2 ou 
A C 2 = 36 -f 81 = 117 m 2 e 

AC = \/TT7 = 10,81 m 

Temos ainda: 

D B 2 = 36 -f 16 = 52 m 2 e 

DB = = 7 > 21 m 

Finalmenle: 

B C 2 = 36 + 25 = 61 m 2 e 
B C = V01 = 7,81 m. 

38) De um ponto A traçam-se duas semi-retas perpen¬ 
diculares entre si, como na figura. Sòbre uma to¬ 
mam-se segmentos AB = 3cmeAC = 5cme sôbre 
a outra os segmentos A D = 2cm e AE = 6 cm. 
Ligando-se B a E e C a D calcule as distâncias do 
ponto M (inlersecção de B E e C D) a cada uma das 
semi-retas. ^ 

C. Naval — 1960 
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As linhas cheias são as do problema pi-opôsto. As 
Iracejadas e os ângulos assinalados são da solução 
do problema. 

O problema diz que A E = 6 cm e A D = 2 cm. Então 
ED = AE — AD = 6 — 2 = 4 cm. Por outro lado, 
sendo A C = 5cm e AB = 3 cm, segue-se que 
BC = AC — AB = 5 — 3 = 2 cm. 

Os triângulos E A B e E D F são semelhantes (teore¬ 
ma de Tales) e nos permitem escrever: 

DF EF ED 
-=-=- (1) ou 

A B EB EA 

D F _ E F _ 4 
3 EB 6 

Sendo o triângulo EAB retângulo temos: 

E B 2 = E A 2 + A B 2 ou 
EB 3 = 36 + 9 = 45 e 


E B = V”35 = 6,71 cm. 


Á relação (1) pode então ser escrita: 

DF E F 4 . _ 

u L _ = _ e então 

3 6,7 6 

D F = 2 cm e E F = 4,47 cm. 

Nessas condições 

FB = EB — EF = 6,71 — 4,47 = 2,24 cm 

Os triângulos MDF e MBC que são semelhantes 
(dois ângulos iguais M (comum) e D — C (alternos 
internos) nos permitem escrever: 

E£_ = £2i ou 2_=í2L m 

BC MB 2 MB 

Fm face da relação 2, concluimos que FM = MB, 
£S é que o P onto Ç M fica no meio de F B e portanto: 

2.24 

FM = MB =-- = 1.12 cm. 

2 

Nessas condições: 

EM=EF.+ FM ou 
E M = 4,47 + 1,12 = 5,59 = 5,6 cm. 

(aproximadamente) 

Os triângulos EMH e EAB são semelhantes (teo¬ 
rema d e Tales) e nos permitem escrever: 


E H 

MH 

EM 


, = 

- ou 

~ÊÃ 

AB 

EB 

EH 

MH 

5,6 

6 

M H — _ 

3 

5,6X3 

6,71 

_ = 2,5 cm 

iu XX — ■ 

EH = - 

6,71 

5,6X6 

_ r= 4,7 em. 


6,71 
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0 problema pede MH e MN = AH (paralelas com¬ 
preendidas entre paralelas), e como: 

AH = MN = EA — EH, teremos: 

MN = 6 — 4,7 = 1,5 cm 

39) Num triângulo isósceles cujos lados são 18, 18 e 
24 metros há um ponto M que dista 7 m da base, 
Sabe-se que as distâncias dêsse ponto aos lados 
iguais estão na razão de 1 / 2 . Calcule essas dis¬ 
tâncias. 


C 

Na figura os ângulos: B = C = D = E 
B e D correspondentes 
C e E correspondentes 

B e C ângulos da base do triângulo isósceles 
O problema diz que 

ml 

-=- e n = 2m 

n 2 

Então: P F = m e P G = 2 m ou P G = 2 P F 

Sendo os triângulos retângulos PGD e PFE se¬ 
melhantes (2 ângulos iguais D = E e G = F = 90°), 
a razão de semelhança e V 2 e então: 

2PE=PD 
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Por outro lado os triângulos ABC e ADE são se¬ 
melhantes (teorema de Tales) e então; 

A M DE 

A H B C 

Mas 

AM = AH — MH cu A M = A II — 7 

Como: 

A H 2 = A C 2 — HC ! ou A H 2 = 18'-’ — 12 2 = 
= A H 2 = 324 —144 = ISO m* 

A II = VW= 13,4 m. 

A M = 13,4 —- 7 = 6,4 111 . 


Então: 


6.4 D E rk _. .6,4X 24 

-=±- e D E =- 

13.4 24 13,4 


como 


DE = DP + PE e como DP = 2PE 


Segue-se que: 

DE=2PE+PE=3PE 



Então: 

DP = DE — PE = 11,46 — 3,82 = 7,64 m 
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Como os triângulos P G D e A H D são semelhantes 
(retângulos e um ângulo igual —. 3 ângulos iguais), 
«os permite escrever: 

PD PG PD PG 

_=_ ou -=- e como 

A B AH 18 13,4 

7,64 PG 7,64X13,4 

_—- OU P G',=:-- = 5,00/ 

18 13,4 18 

Mas vimos que: 

,, PG 5,687 

PG = 2PFePP= -=-= 2,843 m 

2 2 

40) Na figura abaixo, calcular as distâncias do ponto de 
interseção da reta A F com o lado E C do triângulo 
equilátero E C F, ao lado B C do qpuadrado A B C D 
e ao lado CF do triângulo equilátero referido. Os 
lados do quadrado e do triângulo medem 10 m. 

A 


D 

Por ser equilátero o triângulo E C F, seus ângulos 
valem 60°. O triângulo P C H é retângulo em H e 
tem um ângulo agudo de 60°; então: 



P H = 


P C V3 
- e 


2 
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Por outro lado os triângulos A D F e P H F são se¬ 
melhantes e dão: 


AD DF 


(a) 


PH FH 


Como: 


FH = CF — CH ou F II = 10 


PC 


Substituindo os valores conhecidos em (a), vem,: 
10 20 


PC V3 


10 


P C 


ou 


1 



Então 


41) Em um trapézio retângulo A B C D os ângulos A e B 
são retos. Os lados valem AB = 4m e AD=3m e 
BC = 2m. Pede-se o comprimento da reta que par¬ 
tindo de D, passa pelo meio da diagonal A C. 
















O triângulo EC1) é retângulo c dá: 
C D- = C E- + E D 2 ou 


C D 2 = 16 + 1 e C D 2 = 17 

Cd = vi? 

O triângulo A B G é retângulo e dá: 

AC 2 = AB 2 + BC 2 ou AC 2 = 16+ 4 e 

AC = 

No triângulo A C D, a reta D F é a mediana rela¬ 
tiva ao lado AC, pelo enunciado do problema. 

Então: 


m, 


b 2 + c 2 



ou 


/ 17 + 9 ST 

m, = V-—-= 

2 4 

- V 16 —5 = 2 -y/2 

42) Em um triângulo retângulo a soma dos catetos vale 

8m, e o raio do círculo inscrito vale 2 (2 — V2) 
metros; pede-se o perímetro do triângulo obtido 
unindo-se o centro do círculo inscrito aos vértices 
dos ângulos agudos. 
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Sabemos que: 

2p=a+b+c e 2p = a + 8 
a -f- 8 

p =- 

2 

Por outro lado: 

r = p — a ou 

2 (2 — y/2) = JLÍJL — a 
2 

8 — 4 \P1 = a + 8 — 2 a ou 

+ 4 VT = a ou a = 5,64 m 
Sabemos que: 

a 2 = b 2 -f c 2 (1) 
o problema dá: 

b + c = 8 (2) 
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As equações (1) e (2) formam um sistema que re¬ 
solvido dá: 

b = 4iu e c = 4m 

Vemos assim que o triângulo dado é, além de retân¬ 
gulo, isósceles. 

Assim sendo o ponto de tangência do círculo ins¬ 
crito com a hipotenusa, é o meio da hipotenusa. 
O triângulo C O B, cujo perímetro queremos calcula/ 
é também isósceles. ( 

Calculemos pois O C, por meio do triângulo relân 
guio O C G. Temos: 

Ü C 2 = C G* -f O G 2 ou OC 2 = 8+ 1,3924 ou 

OC a = 9,3924 e OC = 3,06m 

Por serem iguais O C e O B, o perímetro do triângulo 
s6r*á * 

2 p = 2 X 3,06 -f 5,64 = 11,76 m 
EXERCÍCIOS A RESOLVER 

1) Calcular os catetos; a hipotenusa e a altura de um 
triângulo retângulo sabendo-se que as suas pro¬ 
jeções sôbre a hipotenusa são: 5,1 cm e 6,8cm. 

Hesp. : 8,9cm; 7,7 cm; 11,9 cm e 5,8 cm. 

2) A hipotenusa de um triângulo retângulo mede 24 m 
e um dos segmentos determinadas pela altura sôbre 
a hipotenusa mede 14 m. Calcular a altura e os 
catetos. 

Resp. : 11,7 m; 18,3 m e 15,4 m 

V Num triângulo retângulo a hipotenusa mede 10 m. 
Calcular o menor dos catetos, sabendo que um dos 
^ segmentos determinado pela altura sôbre a hipo- 
teusa mede 6,4 m. 

C. Naval — 1951 Hesp. : 6 m 
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4) Os catetos de um triângulo retângulo medem 16 m 
e 12 m. Calcular a hipotenusa, as projeções dos ca¬ 
tetos sôbre a hipotenusa e a altura relativa a hi¬ 
potenusa. 

Resp.: 20 m; 9,6 m; 12,8m e 7,2 m 

5) Em um triângulo retângulo a hipotenusa mede 
40 m e a altura relativa à mesma mede 19,6 m. Cal¬ 
cular os catetos. 

C. Naval_ 1959 Resp. : 24 m e 32 m 

6) Calcule a hipotenusa de um triângulo retângulo em 
que um dos catetos mede 5 m e a altura relativa à 
hipotenusa 3 m. 

I.E_ 1952 Resp. : a = 6,25 m 

7) Num triângulo retângulo a hipotenusa tem 17 m e 
a diferença dos catetos é de 7 m. Calcular os catetos. 

Resp.: 8m e 15 m 

8 ) A razão dos dois catetos de um triângulo retângulo 
é V 4 . Calcular a hipotenusa e os catetos cuja soma 
é 14. 

Resp. : 6 m, 8 m e 10 m 

9) A hipotenusa de um triângulo retângulo mede 

\/TÜ melros e um dos catetos é 0 triplo do outro. 
Calcular valôr do cateto maior. 

C. Naval _ 1951 Resp.: 3m 

10) Os catetos de um triângulo retângulo medem 15 cm 
e 20 cm. Qual o maior segmento que a altura rela¬ 
tiva à hipotenusa determina sôbre a mesma? 

C. Naval — 1957 Resp.: lõcm 
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11) O cateto que se opõe a um ângulo de 30° de um tri¬ 
ângulo retângulo mede 20 cm. Qual o comprimento 
da mediana relativa à hipotenusa? 

C. Naval — 1957 Resp.: 20 cm 

12) A razão dos catetos de um triângulo retângulo 
é Vi 2 . Calcular a hipotenusa e os dois catetos cuja 
soma é 34 m. 

Resp.: 26m; 10m e 24m 

13) A soma dos catetos de um triângulo retângulo vale 
7 m e a hipotenusa 5m. Calcular os catetos. 

Resp. : b = 3 m; c = 4 m 

14) A soma dos très lados de uni triângulo retângulo é 
60m; a diferença entre os catetos é 5m. Calcular 
os lados do triângulo. 

Resp. : 15 m; 20 m; 25 m 

15) Achar um triângulo retângulo cujos lados sejam 
três números inteiros e consecutivos. 

Resp.: 3; 4; e 5 

16) A hipotenusa de um triângulo retângulo excede os 
catetos de 3 cm e 6 cm. Quais são os três lados do 
triângulo? 

Resp.: 15cm; 12 cm e 9 cm 

17) Em um triângulo retângulo o perímetro é 36 m e um 
cateto é média aritmética entre a hipotenusa e o 
outro cateto; pede-se a projeção da mediana que 
cai sôbre a hipotenusa e o raio do círculo inscrito. 

Resp. : 2,1 m e 3 m 

13) Em um triângulo retângulo as diferenças entre a hi¬ 
potenusa e os catetos são respectivamente 2 m e 
4 m. Calcular os lados do triângulo. 

Resp. : 10 m; <3 m e 6 m 


OK 


iy) Calcular os lados de um triângulo retângulo cujo 
perímet ro t em 60 m e a altura relativa à hipo- 
tenusa( 9,2 m ) 

JZiZlf Resp. : 26 m; 10 m e 24 m 


20) Calcular os três lados de um triângulo retângulo cuja 
soma é 60 m e cuja soma dos seus quadrados é 
1250 m 2 . 

Resp.: 25m; 20 m e 15 m 

21) Em um triângulo retângulo que tem, um ângulo 
agudo de 30°, a hipotenusa vale 40 m. Achar os 
catetos do triângulo. 

Resp. : 20 m e 34,60 m 


22) Em um triângulo ABC, retângulo em A, 
B C = 25 cm e A B = 24 cm. Calcular a bissetriz in¬ 
terna do ângulo C. 

(.y C. Naval — 1958 Resp. : 8,75 cm 

Ar 

— 23) A altura de um triângulo retângulo relativa à hipo¬ 
tenusa mede fl#dm e as projeções dos catetos 
sôbre a hipotéftusa diferem de 42 dm. Calcular os 
lados dêsse triângulo. 

— Resp.: 48 dm; 46,5 dm e 12 dm 

24) Num triângulo retângulo isóscele s a altura que cai 
sôbre a hipotenusa vale 2,5 m. Calcular os lados 
do triângulo. 

Resp.: a = 5m; b = c = 3,5m 


25) Os catetos de um triângulo retângulo medem 15 m e 
20 m. Sôbre a hipotenusa, a uma distância de 12 m 
de um dos vértices, marca-se um ponto. Calcular a 
distância dêsse ponto ao vértice do ângulo reto. 

Resp. : 12,36 m 
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&>) O triângulo ABCé retângulo e o ângulo B é o dôbro 
do ângulo C. Sabendo-se que a altura relativa à hi¬ 
potenusa mede 4 \/ 3~ metros, pede-se calcular o 
perímetro do triângulo. 



Resp. : 37,84 m 

ABC é um triângulo retângulo no qual A = 30° e 
A C = 8 m. Calcular as alturas dêsse triângulo re¬ 
lativos ao lado A B e AC. 


— 28) 


Resp. : 4 V 3 e 4 m 

Num triângulo retângulo que tem u m ângulo de 30°, 
achar a razão entre os segmentos que a bissetriz do 
outro ângulo agudo determina sôbre o cateto oposto. 


Resp. : 2 


29) No triângulo retângulo ABC, a hipotenusa 
B C = 6 m e o cateto AC = 3 m. Calcular o ângulo 
formado pelas bissetrizes dos ângulos agudos dêsse 
triângulo. 

Resp. : 135° 


30) No triângulo retângulo B A C o ângulo B vale 60° e a 
hipotenusa BC = 10 cm. Traça-se em C a tangente 
ao círculo circunscrito ao triângulo B A C. Seja D o 
ponto de encontro dessa tangente com o prolonga¬ 
mento de BA. Depois de você calcular o ângulo D, 
determine o valôr de A D. 

0 ^- E.P.C.Ar — 1963 Resp.: 30 o e 15cm 

% 

-31) Na figura, a é a hipotenusa, becos catetos; h é a 

altura em relação a a e h u perpendicular a c. Expri¬ 
mir hx em função de a, b e c. 


MO 



FIG. I 


C. Naval — 1953 Resp. : h x =- 

a 2 

32) Calcular a altura de um triângulo equilátero, cujo 
lado tem 20 dm. 

Resp.: 17,3 dm 

33) O lado de um triângulo equilátero excede a altura 
de 1,62 m. Calcular o lado. 

Resp.: 12 m. 

34) O perímetro de um quadrado tem 16 dm. Calcular 
sua diagonal. 

Resp. : 5,64 dm 

I 

35) A soma da diagonal e do lado de um quadrado é 
9,64 dm; calcular o lado do quadrado. 

Resp. : 4 dm 

36) Em um losango o ângulo agudo é igual à metade do 
ângulo obtuso. O lado do losango sendo 6 dm, cai- 
cular as suas diagonais. 


Ml 


Resp.: 6 dm e 10,38 dm 








37) Calcular a base menor de um trapézio isósceles, 
cujos ângulos agudos medem 60°, sabendo-se que a 
base maior tem 20 m e os lados não paralelos 12 m. 

Resp. : 8 m 

38) Calcular as diagonais de um trapézio isósceles cujas 
bases valem 8 m e 18 m e cujos lados não paralelos 
valem 13 m. 

Resp.: 17,6 m 

39) Um triângulo retângulo está inscrito num círculo 
de diâmetro 10 m e circunscrito a um circulo de 

2 m. Calcular os catetos dêsse triângulo. 

Ô Resp.: 6m e 8m 

40) O perímetro de um triângulo retângulo é 84 m e o 
raio do círculo inscrito nêste triângulo é 5m. Cal¬ 
cular os lados do triângulo. 

Resp. : 37 m; 35 m e 12 m 

41) Inscreve-se um circulo num triângulo isósceles de 

3 m de base e 3,6 m de altura. Calcular o raio do 
círculo. 

Resp. : 1 m 

42) Calcular o raio do cíi'culo inscrito num triângulo 
isósceles cujos lados iguais medem 7 m e o dife¬ 
rente 11,2 m. 

Resp.: 1,86 

43) Num triângulo isósceles de base igual a altura de 
6 m, calcular o raio do círculo circunscrito. 

Resp. : 3,75 m 

44) Calcular a distância entre os centros dos círculos ins¬ 
critos e circunscritos ao triângulo isósceles de lados 
5 m; 5 m e 6 m. 


Resp. : 0,39 m 


45) Calcular os catetos de um triângulo retângulo, sendo 
a hipotenusa 37 m e o raio do círculo inscrito igual 
a 5 m. 

Resp. : 35 m e 12 m 

46) Em um círculo de 5 m de raio traça-se uma corda 
de 6 m. Calcular a distância dela ao centro do 
circulo. 

Resp. : 4 m 

47) Os lados de um triângulo isósceles são A B = 
= AC = 9 cm e BC = 12 cm. Por um ponto D do lado 
A B, traça-se a paralela D E ao lado B C. Calcular 
os lados do trapézio BDEC, sabendo que êle é cir- 
cunscritívei a um círculo. 

Resp. : 7,2 cm e 2,4 cm 

48) Dois círculos são concêntricos; seus raios são iguais 
a 7 m e 5 m. Calcular a corda do circulo maior, tan¬ 
gente ao menor. 

Resp. : 9,78 m 

49) A distância entre os centros de dois círculos é de 
17 m. Calcular o comprimento da tangente comum 
externa, sendo os raios 1 m e 3 m. 

Resp. : 16,8 m 

50) Os raios de dois círculos medem respectivamente 
10 m e 6 m e a distância dos centros 32 m. Calcular 
o comprimento da tangente comum interna. 

Resp. : 27,71 m 

51) Calcular a distância entre os centros O e O’ de dois 
círculos exteriores, cujos raios medem, respecliva- 
mente, 6 m e 3 m e cujo segmento da tangente 
comum aos dois círculos, que não encontram o seg¬ 
mento 00’, mede 12 m. 

C. Naval — 1958 Resp.: 12,36 


2M 
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52) Demonstrar que o segmento determinado pelos 
oontos de contato da tangente comum a dois círculos 
tangentes exteriormente é a média geométrica dos 
diâmetros desses círculos. 

E.N.C. Dutra _ 1951 

53) Num trapézio retângulo a altura mede 8m e as 
bases medem, respectivamente, 5m e 11 m. Calcule 
o perímetro do trapézio. 

I.E. — 1953 Resp. : 34 m 

54) Sôbre os lados de um quadrado ABCD, em seu ex¬ 
terior, constroem-se triângulos equiláteros. Ligando 
os vértices dêsses triângulos, opostos aos lados do 
quadrado forma-se um nôvo quadrado EFGH. Sa¬ 
bendo que o lado do quadrado ABCD mede 1 m, 
calcular o lado do quadrado EFGH. 

I.E. — 1953 Resp.: 1,92 m 

55) Calcule o perímetro de um losango cujas diagonais 
têm 48 m e 96 m. 

C. Naval — 1952 Resp.: 214,4 m 

56) A distância entre os centros de dois círculos secantes 
é 7 m. Os raios dos circulos valem 4 m e 5 m. Cal¬ 
cular o comprimento da corda comum. 

Resp. : 5,6 m 

57) Calcular a altura de um losango cujas diagonais 
medem 8 m e 6 m. 

Resp. : 4,8 m 

58) As bases de um trapézio são 6 m e 15 m e os lados 
não paralelos 5 m e 7,2 m. Calcular a altura do 
trapézio. 

Resp. : 3,9 m 

U4 


59) Calculai as medianas de um triângulo retângulo 
que tem para soma dos catetos 21 m, e a relação 
entre êles é 8 /«- 

Resp.: 7,5 m; 10,8 m e 12,86 m 

60) No trapézio ABCD a base média tem 20 m e o 
segmento da base média compreendido entre as 
diagonais, 4 m. Sabendo-se que os ângulos A e B 
da base medem 60°, calcular: 


a) 

as bases A B e C D do trapézio. 

b) 

os catetos A H e C H’ dos triângulos D H A 
e CH’B formados quando se traçam as al¬ 
turas DHeCH’. 

e) 

o perímetro do trapézio. 


Resp.: 

a) 24 m; 16 m 

b) 4m; 6,92 m 

c) 56 m 

A diferença entre as bases de um trapézio ABCD 
é de 8 m e sua base média tem 15 m. Sabendo-se que 
os ângulos C e D da base menor medem 150° 
calcular: 

a) 

a altura do trapézio 


b) 

os lados não paralelos 



Resp. : ij 

a* - lll 

u 3 

L 3 
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62) Os lados de ura trapézio retângulo são 5 e 9. 
Quanto vale o segmento que une os meios dos lados 
iguais? 

E.N.C. Dutra — 1951 Resp.: 4,7 



_03)^-<Êm ura trapézio isósceles os lados não paralelos 
medem lOiu cada um e um dos ângulos internos 60°. 
Calcule a distância entre os pontos médios das 
diagonais. 


C. Naval — 1958 


Resp. : 5 m 


(>4) Sabendo-se que dois lados de um triângulo isósceles 
medem 41 m e 18 m. Calcule a altura relativa à base. 

I.E. — 1955 * Resp. : 40 m 


65) Num retângulo a perpendicular traçada de um vértice 
a uma das diagonais, divide essa diagonal em dois 
segmentos de 86 cm e 64 cm. Calcule o perímetro do 
retângulo. 

E.N.C. Dutra — 1955 Resp.: 280cm. 


66) Calcular os lados não paralelos e as diagonais de um 
trapézio isósceles, sabendo que as diagonais são per¬ 
pendiculares aos lados não paralelos e que as bases 
medem 3m e 6 m. 

Resp.: 3 m e 5,19 m 

67 üs caletos de um triângulo retângulo medem 18 m c 
24 m. Calcule o maior dos segmentos determinados 
sôbre a hipotenusa pela bissetriz do ângulo reto. 

I.E. — 1951 Resp.: 12,9 m e 17,1 m 


68) Em um triângulo ABC, retângulo em A, B C = 25 cm 
e A B = 24 cm. Calcule a bissetriz interna do 
ângulo C. 

C. Naval — 1958 


Resp. : 8,75 cm 





69) Um dos catetos de um triângulo retângulo vale os 
y 4 do outro. Calcule o perímetro do triângulo seme¬ 
lhante cuja hipotenusa mede 40 m. 

E.NX. Dutra — 1955 Resp. : 96 m 

70) Em um triângulo retângulo os catetos medem 21 cm 

e 28 cm Traçam-se as bissetrizes interna e externa 
relativas à hipotenusa. Calcular a distância entre 
os pés dessas bissetrizes. 

C. Naval — 1953 Resp.: 155 cm 

71) Os catetos de um triângulo retângulo medm 6m e 
8m. Traçando-se de um ponto sôbre a hipotenusa 
as paralelas aos catetos, forma-se um retângulo de 
14 m de perímetro. Calcule os dois lados desse 
retângulo. 

Resp. : 3 m e 1 m 


72) A base e a altura de um retângulo são proporcionais 
a 12 e a 5. Calcule a base, sabendo que a diagonal 
mede 26 cm. 


d* 

% 73) 


C. Naval — 1957 Resp. : a = 24 e b = 10 

Numa circunferência de 10 cm de raio traçam-se 
das extremidades do diâmetro duas cordas iguais a 
16 cm cada uma. Calcular a distância do ponto de 
encontro das cordas ao diâmetro. 


Resp. : 7,50 cm 


74) Demonstre que a mediana de um triângulo retân¬ 
gulo é igual à metade da hipotenusa. 

C. Naval — 1955 




lá 


MJ 
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. RELAÇÕES TRIGONOMÉTRICAS 
Tábuas naturais 



B' 


FIG. 2 


Dado um ângulo A O M, desci-eve-se, do seu vértice como 
centro, uma circunferência, sôbre a qual êle intercepta um 
arco AM. Sejam A a origem do arco AM e M o seu extremo. 
Tracemos O M e os diâmetros retangulares A A’ e B B’. 

Chama-se seno de um arco a relação ao raio deste arco, 
da perpendicular baixada da extremidade do arco sôbre o 
diâmetro que passa pela origem. 

Assim, o seno do arco A M ou do ângulo A 0 M é a re- 
MP 

lação - 

OA 

Chama-se coseno de um arco a relação ao raio deste arco, 
da projeção do raio 0 M que passa pela extremidade, sôbre o 
diâmetro que passa pela origem. 

OP 

Assim, o coseno do arco A M ou do ângulo A O M é - 

OM 

Chama-se tangente de um arco a relação ao raio dêsse 
arco, da perpendicular levantada na extremidade do raio 

UI 


tirada pela origem e compreendida entre essa origem e o pro¬ 
longamento do raio que passa pela extremidade do arco. 
Assim a tangente do arco AM ou do ângulo AOM é a 
AT 

relaçao -- 

O A 

Chama-se cotangente de um arco a relação ao raio dêsse 
arco, da tangente tirada pela extremidade do diâmetro B B’ 
e compreendida entre o ponto de tangência e o ponto de 
encontro com o prolongamento do raio que passa pela ex¬ 
tremidade do arco. 

Assim a cotangente do arco AM ou do ângulo AOM é a 
BS 

relação - 

OA 

Chama-se secante de um arco a relação ao raio dêsse 
arco da reta que une o centro à extremidade da tangente. 
Assim a secante do arco AM ou do ângulo AOM é a 
OT 

relação- 

O A 

Chama-se cosecante de um arco a relação ao raio dêsse 
arco da reta que une o centro à extremidade da cotangente. 
Assim a cosecante do arco A M ou do ângulo AOM é a 
OS 

relação - 

OA 

Trigonométricamente falando convenciona-se, uma vez 
por todas, tomar por unidade de comprimento o raio O A 
do circulo considerado. 

Desse modo as seis relações trigonométricas do arco A M 
ou do ângulo AOM reduzem-se aos numeradores das relações 
apresentadas e tomam o nome de linhas trigonométricas . 

Sendo o triângulo O M P retângulo, os ângulos M O P e 
OMP são complementares. 

O coseno, a cotangente e a cosecante de um arco, são o 
seno, a tangente e a secante do complemento dêsses ângulos 
ou arcos. O coseno a cotangente e a cosecante, são denomi¬ 
nadas linhas complementares. 
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Pelo que foi exposto anteriormente pode-se dizer, face 
ao triângulo retângulo MOP, que 


(seno de O) ou sen 0 = 
(eoseno de O) ou cos O = 


M P (cateto oposto ao ângulo) 

O A (hipotenusa do triângulo) 
OP (cqteto adjacente ao ângulo) 


OM , (hipotenusa do triângulo) 

Considerando que os triângulos MOP e TOA são seme¬ 
lhantes e que nos permitem escrever: 

M P A T 


O P 


O A 


Atendendo a que 


AT 
O A 


é a tangente de M O A, conclue- 


-se que (tangente de O) ou tg O = 


Como porém 


MP 


OP 


MP 

OP 


OA O A 

ângulos M O A, segue-se que: 

MP 


tgO 


O A 
OP 
O A 


são os seno e eoseno dos 


sen O 


cos O 


Por um raciocínio idêntico concluimos que: 

cos O 


(cotangente de O) ou cotg O 


(secante de O) ou sec O = 


sen O 


cos O 


e que 


(cosecante de O) ou cosec O = 


sen O 
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Na tabela anexa (Tábua de linhas naturais) eucoutra- 
mos nas colunas extremas os ângulos variando de grau em 
grau, desde zero graus até 45°, na da esquerda e de 45° até 
90". de baixo para cima, na coluna da direita. 

Nas quatro outras colunas encontramos, na parte de 
cima, os nomes das quatro linhas trigononr étrieas (seno, 
eoseno, tangente e cotangente) e na parte de baixo eoseno, 
seno, cotangente e tangente. 

Se o ângulo cuja linha trigonométrica pretendemos cal¬ 
cular, estiver compreendido entre 0 o e 45° inclusive, ao lado 
de seu valor assinalado na coluna da esquerda, obteremos o 
seno, o eoseno, a tangente e a cotangente, na mesma linha 
e em cada uma das colunas designadas em cima. 

Assim: 

sen 23° = 0,39073 
cos 23" = 0,92050 
tg 23° = 0,424-47 
colg23 = 2,35585 

Se o ângulo, entretanto tfôr maior do que 45°, seu valor 
deverá ser procurado na coluna mais da direita c os valores 
das linhas, procuradas nas demais colunas, de acordo com 
as designações que estiverem assinaladas em baixo das 
mesmas. 

Assim: 


sen 63" = 0,89101 
cos 63° = 0,45399 
tg 63° = 1,96261 
cotg*33° = 0,50953 

Inversamente podemos conhecer o vaiôr de uma qualquer 
das linhas trigonométricas e obter na tábua o vaiôr do arco 
correspondente. 

No caso de não termos um número inteiro de graus e 
desejarmos calcular uma qualquer das linhas trigonométricas 


241 










dêle, teremos que fazer o que se chama interpolação . Se pos- 
suirmos para valôr da linha trigonométrica um número que 
também não se encontra na tábua, torna-se necessário fazer 
uma interpolação. 

Os dois casos serão explicados com detalhes nos exer¬ 
cícios resolvidos. 

Para o caso dos ângulos de 30°, 45° e 60°, a resolução de 
um triângulo retângulo de hipotenusa 1 e de ângulos agudos 
30° e 60°, permite-nos calcular os catetos do triângulo retân- 
guio que são os seno e coseno dos ângulos isto é, o cateto 
oposto ao de 30°, o seno de 30°; o oposto ao ângulo de 60°, o 
coseno de 30°. 

No caso do ângulo de 45°, o triângulo, além de retângulo 
é isósceles e por ter a hipotenusa 1, não apresenta difi- ^ 
culdades para a determinação dos catetos que, sendo iguais, 
mostram serem iguais o seno e o coseno de 45°. 


EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 

1) Determinar com o auxílio da tábua o cos 38° e o 
sen 70°. 

Na coluna da esquerda encontramos o ângulo de 38°. 
Na coluna encimada por coseno e na mesma linha 
em que se encontra 38°, achamos: cos 38° = 0,78801. 
Na coluna da direita encontramos 70° e o seno na 
mesma linha e na coluna que tem em baixo escrito 
seno. Assim achamos: sen 70° = 0,93969. 

2) Determinar com o auxilio da tábua a tg 30° 15’ e a 
cotg 20° 15’ 30” 

No que diz respeito a 30° a tangente é, de acôrdo 

com o explicado: tg 30° = 0,57735 

Mas 30° 15' é maior que 30° e menor que 31°. 

Para as tg 31° e tg 30° encontramos na tábua, depois 
do que foj explicado; 

tg 31° = 0,60086 
tg 30° = 0,57735 
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A diferença entre elas é de: 0,02351, quando a va¬ 
riação e de 31° — 30° = I o ou 60'. Façamos então a 
regra de três: 


0,02351 - 60’ 

x -— 15’ 

_ 15 X 0,02351 


= 0,00587 


60 

Na tábua observa-se que a tangente 
ângulo; então: 


cresce com o 


tg 30° 15’ = 0,57735 + 0,00587 = 0,58322 

Para a cotg 20° 15’ 30” procederíamos como para o 
caso da tangente. Assim: 

cotg 20° = 2,74748 

A cotg 21° = 2,60509 
A diferença entre elas é: 

cotg 20° = 2,74748 
cotg 21° = 2,60509 

0,14239 

Temos então: 


0,14239 

x 


I o ou 60* ou 3600 
15’ 30”= 930 


x = 


0,14239 X 930 


3600 


- = 0,03678 




Observamos na tábua que a cotangente decresce a 
medida que o ângulo cresce; então: 

cotg 20° 15' 30” = 2,74748 — 0,03678 = 

= 2,710/0 


3) O seno de um arco é igual a 0,60182; qual é êsse 
arco? 
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Na tábua, na coluna correspondente aos senos, pro¬ 
cura-se um valôr igual ao dado e no caso dèle alí 
se encontrar, o arco é o correspondente ao número 
de graus que estiver na mesma linha do valôr en¬ 
contrado, nas colunas onde estão os graus. 

No caso, 37°. 

4) A tangente de um arco é igual a 1,63234; calcular o 
valôr do arco. 

Procurando-se na coluna das tangentes o valor da 
tangente dada, não encontramos exatamente o seu 1 

valôr. Procuramos então o valôr mais próximo e en¬ 
contramos 1,60033 correspondente à tangente de 58°. 

A seguir procuramos a diferença entre as tangentes iV 
de 58° e de 59°, obtidas na tábua e leremos: 

t g 59°-1,66428 

tg 58°-1,60033 

A diferença entre elas é de 0,06395 em virtude de I o 
de diferença entre os arcos (59° — 58° = I o ). A di¬ 
ferença entre o valôr da tangente dada no problema 
e o mais próximo encontrado é; 

1,63234 

1,60033 = tg 58° 

0,03201 

Uma regra de três acabará de resolver a questão: 

0,06395 - 60’ 

0,03201 - x 

60X0,03201 

x =-= 31 

0,06395 

Então o arco cuja tangente é 1,63234 é de: 58° 31’ 

(Vê-se na tábua que a tangente cresce com o arco e 
a tangente dada está compreendidá entre àquelas 
de 58° e de 59°. 
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5) Resolver o triângulo retângulo sendo a = 10 m e 
B = 30°. 

c 

b 

A 



b = a sen 30° e c = a cos 30° 

b = 10 X 0,5 = 5 m e c = 10 X 0,866 = 8,66m 

6) Resolver o triângulo retângulo sendo b = 6,82m; 
c — 7,31 m e C = 47° 



Porque é triângulo retângulo 

B = 90 — 47 = 43° 

Como 

b = a sen B ou c = a cos C 


ou o que é mais aceitável 

b 6,82 

--= tg B, teremos -= 0,9329 

c 7,31 

que é a tangente de B. 

Então B é: 43°. 

A expressão c = a cos 47, nos dará: 




7,31 

0,682 


10,7 m 


c 

cos 47 
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/) A sombra de um poste de 20m de altura é de 15 m. 

Determinar o ângulo formado por uma linha que 
ligue o tope do poste ao ponto da sombra mais afas¬ 
tada do poste, com a sombra do poste. 



Sabemos que: 
poste 


■=tgC 


Oll 


sombra 
tg C = 1,33333 


20 

- -= \gC 

15 


c = 53° T 


8 ) 


Na figura do problema anterior BC representa uma 
escada; AB um muro e AC a distância do muro ao 
pé da escada. Se considerarmos o ângulo em B de 
30° e a distância A C de 2,5m a que altura do muro 
atihge a escada e qual o seu comprimento? 


Sabemos que; 


AC = BC sen 30, então 

AC 2,5 


(escada) BC = 


= 5 m. 


sen 30 0,5 

(altura do muro) AB = BC cos30° 
A B = 5 X 0,86603 = 4,33015 m. 


ou 


9) Num círculo de raio 4 cm, calcular o comprimento 
de sua corda que subtende um arco de 120”. 



A corda AB subtende um arco de 120°. Portanto o 
ângulo AOB vale 120°. Sendo a corda AB perpen¬ 
dicular ao raio O C, o arco A C ou o ângulo A O C, 
vale 60° e a corda A B = 2 A P, 

Calculemos A P. 

Temos: 


-= sen 60° ou A P = O A sen 60° ou 

OA 

A P = 4 X 0,86603 = 3,46412 cm 

Então: 

AB«=2AP=2 X 3,46412 = 6,92824cm 



















EXERCÍCIOS A RESOLVER 


1) Determinar, com o auxílio da tábua, o cos 50°; o 
sen 43°; a tg 85° e a cotg 19°. 

Resp.: 0,64279; 0,68200; 

11,43005; 2,90421 

2) Determinar, com o auxílio da tábua, o sen 38° 26’. 

Resp.: 0,62158 

3) O seno de um arco c 0,19081; o coseno de outro arco 
é 0,99619; a tangente de um terceiro arco é 1,27994 
e a cotangente de um quarto arco é 0,64941. Achar os 
arcos correspondentes. 

Resp.: 11 o ; 5 o ; 52 o e 57° 


4) O seno de um arco é 0,62049. Calcular o arco corres¬ 
pondente. 

Resp.: 38 o 21’ 

5) O coseno de um arco é 0,86308, calcular o arco 
correspondente. 

Resp.: 30° 20’ 


6) Resolver o triângulo 
b = 21 m. 


retângulo sendo a = 42m; 

r B = 30° 
Resp.: a J C—60° 

l c = 36,37 m 


7) Sendo b = 8 m e B = 56° 10’, determinar C, a e c 

Resp. : a = 9,63 m; c = 5,36 e C = 33° 50’ 


8) Sendo c = 25 m; b = 56,15, determinar B, Cea. 

Resp.: R = 66°; C = 24° c a = 61,46 


9) Num círculo de raio igual a 46 cm, calcular o com¬ 
primento de uma corda que subtende um arco 
de 38°. 

Resp. : 29,8 cm ^ q 

10) A base de um retângulo tem 6,4 cm, forma com a dia¬ 
gonal um ângulo de 38°. Calcular a diagonal do re¬ 
tângulo e sua altura. 

Resp.: altura: 5 cm 

diagonal: 8,12 cm 

11) O lado de um quadrado mede 125 m. Calcular a 
diagonal. 

Resp.: 176,20 m 

12) Uma corda AC de 6 dm fox-ma com um diâmetro 
AB um ângulo de 36°. Calcular o raio do círculo. 

Resp. : 2,42 dm 

13) Um balão está prêso a uma corda de 450 m de com¬ 
primento. Devido ao ven;o, esta corda está esLcada 
e forma um ângulo de 65° com o terreno. Calcular 
a altura do balão. 

Resp. : 407,83 m 

14) Um lado de um losango mede 213 m e forma um 
ângulo de 32° com uma das diagonais. Calcular as 
duas diagonais. 

Resp. : d = 225,74 m; D = 361,27 

15) Em um triângulo isósceles cada um dos ângulos 
adjacentes à base tem 54® e a base mede 12 m. Cal¬ 
cular os outros dois lados e a altura. 

Resp. : lado = 10,20 m 
altura = 8,256 m 
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TABELA DOS SENOS, COSSENOS, TANGENTES E COTANGÊNTES 



SENO 

COSSENO 

TANGENTE 

lOTANGENTE 


0 o 

0,00000 

1,00000 

0,00000 

infinito 

90° 

1° 

0,01745 

0,99985 

0,01746 

57,28996 

89° 

2 o 

0,03490 

0,99939 

0,03492 

28,63625 

88° 

3 o 

0,05234 

0,99863 

0,05241 

19,08114 

87° 

4° 

0,06976 

0,99756 

0,06993 

14,30067 

86° 

5° 

0,08716 

0,99619 

0.08749 

11,43005 

85° 

6 o 

0,10453 

0,99452 

0,10510 

9,51436 

84° 

7° 

0,12187 

0,99255 

0,12278 

8,14435 

83° 

8 o 

0,13917 

0,99027 

0,14054 

7,11537 

82° 

9° * 

0,15643 

0,98769 

0,15838 

6,31375 

81° 

10° 

0,17365 

0,98481 

0,17633 

5,67128 

80° 

11° 

0,19081 

0,98163 

0,19438 

5,14455 

79° 

12° 

0,20791 

0,97815 

0,21256 

4,70463 

78° 

13° 

0,22495 

0,97437 

0,23087 

4,33148 

77° 

14° 

0,24192 

0,97030 

0,24933 

4,01078 

76° 

15° 

0,25882 

0,96593 

0,26795 

3,73205 

75° 

16° 

0,27564 

0,96126 

0,28675 

3,48741 

74° 

17° 

0,29237 

0,95630 

0,30573 

3,27085 

73° 

18° 

0,30902 

0,95106 

0,32492 

3,07768 

72° 

19° 

0,32557 

0,94552 

0,34433 

2,90421 

71° 

20° 

0,34202 

0,93969 

0,36397 

2,74748 

70° 

21° 

0,35837 

0,93358 

0,38386 

2,60509 

69° 

22° 

0,37461 

0,92718 

0,40043 

2,47509 

68° 

23° 

0,39073 

0,92050 

0,42447 

2,35585 

67° 

24° 

0,40674 

0,91355 

0,44523 

2,24604 

66° 

25° 

0,42262 

0,90631 

0,46631 

2,14451 

65° 

26° 

0,43837 

0,89879 

0,48773 

2,05030 

64° 

27° 

0,45399 

0,89101 

0,50953 

1,96261 

63° 

28° 

0,46947 

0,88295 

0,53171 

1,88073 

62° 

29° 

0,48481 

0,87462 

0,55431 

1,80405 

61° 

30° 

0,50000 

0,86603 , 

0,57735 

1,73205 

60° 

31° 

0,51504 

0,85717 

0,60086 

1,66428 

59° 

32° 

0,52992 

0,84805 

0,62487 

1,60033 

58° 

33° 

0,54464 

0,83867 

0,64941 

1,53987 

57° 

34° 

0,55919 

0,82904 

0,67451 

1,48256 

56° 

35° 

0,57358 

0,81915 

0,70021 

1,42815 

55° 

36° 

0,58779 

0,80902 

0,72654 

1,37638 

54° 

1 37° 

0,60182 

0,79864 

0,75355 

1,32704 

53° 

38° 

0,61566 

0,78801 

0,78129 

1,27994 

52° 

39° 

0,62932 

0,77715 

0,80978 

1,23490 

51° 

40° 

0,64279 

0,76604 

0,83910 

1,19175 

50° 

41° 

0,65606 

0,75471 

0,86929 

1,15037 

49° 

42° 

0,66913 

0,74314 

0,90040 

1,11061 

48° 

43° 

0,68200 

0,73135 

0,93252 

1,07237 

47° 

44° 

0,69466 

0,71934 

0,96569 

1,03553 

46 o1 

45° 

0,70711 

0,70711 

1,00000 

1,00000 

1 45° 


B B N-« 


'WffOWl tL 






<3*>tt9 tJCéjtu 


jr „ 


250 


RELAÇÕES MÉTRICAS NUM TRIÂNGULO 
QUALQUER 


Teorema 1 

Em um triângulo acutângulo o quadrado do lado aposto 
a um ângulo agudo é igual à soma dos quadrados dos outros 
dois lados, menos o dôbro do produto de um destes lados, pela 
projeção do outro sôbre êle. 



ABC — triângulo acutângulo (Â < 90°) 

CD — altura relativa ao lado c 

AD (m) e BD (n) — projeções dos lados b e a sôbre o 
lado c 


Relação 


a 2 = b 2 + c* — 2 cm 


Teorema 2 

Em um triângulo obtusângulo o quadrado do lado aposto 
ao ângulo obtuso é igual à soma dos quadrados dos outros 
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dois, mais o dôbro de um destes lados pela projeção do outro 
sôbre êle. 


C 



Fig. 2 


Na figura 2 

ABC — triângulo obtusângulo (A > 90°) 

CD — altura do triângulo relativa ao lado c 
DA (m) e DB (n) — projeções dos lados b e a respectiva¬ 
mente, sôbre o lado c. 


Relação 


a 2 = b 2 + c 2 + 2 cm 


As duas relações dadas anteriormente podem ser sinteti- 
sadas como se segue: 

O quadrado de um lado qualquer de um triângulo 
(acutângulo, retângulo ou obtusângulo) é igual à soma dos 
quadrados dos outros doh lados, menos o dôbro do produto 
deles pelo coseno do ângulo que el e s formam. 

Relação 

a 2 = b 2 + c 2 — 2bc cos A. 
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( Síntese de Clairaüt ) 

As relações 

a 2 = b 2 + c 2 (triângulo retângulo) 

a 2 = b 2 + c 2 — 2 cm (triângulo acutângulo) 
a 2 = b 2 + c 2 + 2 cm (triângulo obtusângulo) 

Constituem a síntese de Clairaüt. Ela nos permite, conhe¬ 
cendo os lados de um triângulo, saber a sua natureza. 



O produto de dois lados de um triângulo é igual ao qua¬ 
drado da bissetriz o ângulo que eles formam, mais o produto 
dos dois segmentos que ela determina sôbre o terceiro lado. 



ABC — triângulo qualquer. 

CD — bissetriz do ângulo C. 

AD e DB — segmentos determinados no terceiro lado AB 


Relação 

AC X CB = CD 2 + AD X BD 
( Teorema k (Stevart)"^) 

Se em um triângulo une-se o vértice a um ponto qual¬ 
quer da base, o quadrado dessa reta, multiplicado pela base, 
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é igua] à soma dos quadrados dos outros lados, cada um dêles 
sendo multiplicado pelo segmento oposto à base, menos o 
produto obtido multiplicando-se cada um de seus dois segmen¬ 
tos peia base. 



Fio. 4 

Na figura 4 

ABC — triângulo qualquer 

AD — segmento interior que divide o lado a em dois 
segmentos m e n (seviana não especial). 

Relação 

b 2 AD 2 c 2 

- 1 -= 1 ou 

am mn an 

a AD 2 = b 2 n + c 2 m — amn 


Como se vê, os numeradores são os quadrados dos segmentos 
de retas que concorrem no ponto A e os denominadores, os 
produtos do lado interceptado pelos segmentos de retas con¬ 
correntes, pelos segmentos determinados sôbre aquele lado; 
ao segmento da reta intermediária (AD no caso da figura) 
corresponde o têrmo negativo. 
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alturas relativas aos lados de UM TRIÂNGULO 

QUALQUER 


relativa ao lado a : h a =-V p (p — a) (p — b) (p — c) 

a 

2 - 

relativa ao lado b : h b =--V p (p — a) (p — b) (p — c) 

b 

2 _ 

relativa ao lado c: h c =-V P (P — a) (p — b) (p — c) 

c 



M, 


Fio 5 

Na figura 5 

Triângulos ABC e A’B’C\ obtusângulo e acutângulo. 
h„ h b h c _em ambos os triângulos, alturas relativas aos 

IikIob a, b e c. 

M c M, _pontos de encontro das alturas, denominado 

ortocentro. 
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MEDIANAS RELATIVAS AOS LADOS DE UM TRIÂNGULO 

QUALQUER 


Teorema 5 

As medianas de um triângulo se encontram num ponto do 
interior do triângulo, situado a dois terços de cada uma, a 
partir do vértice respectivo e a um têrço da base. 



Na figura 6 

ABC — triângulo qualquer. 

AM, BMj e CM 2 — medianas relativas aos lado 3 a, b e c 
(m a , m b e m c ). 


P — Ponto de interseção das medianas ( baricentro ou 
centro de gravidade) 

Relações 


AP =. 

2 

-AM; PM = _ 

1 

AM 


3 


3 


BP = . 

2 

. BM 1 ; PMj = 

1 

-BM, 


3 


3 


CP = - 

2 

. CM a ; PM» = 

1 

- CM. 


3 

256 

3 



1 __ __ 

uicdlanu relativa ao: m. —_ y2 (b* -f c 2 ) —ZH* 

2 

mediana relativa a b : rn b = —i—\/ 2 (a 2 -f c 2 ) _ h 5 

2 

mediana relativa a c: m t = ——\/2 (a* -j- b 2 ) — c a 

2 


BISSETRIZES DOS ÂNGULOS INTERNOS DE UM 
TRIÂNGULO QUALQUER 


relativa ao ângulo A: B =_ \/ pbc (p_a) 

A b + c 

2 v 

relativa ao ângulo B: B =-1— V pbc (p b) 

b a + c 


relativa ao ângulo C: = —If~b“ V P bc (P — c ) 


BISSETRIZES DOS ÂNGULOS EXTERNOS DE UM 
TRIÂNGULO QUALQUER 

2 __ 

relativa ao ângulo ext. A: B' =- a/ bc (p_b) (p __c) 

A b — c 

2 __ 

relativa ao ângulo ext. B: B’ =_—V ac (p a) (p TcJ 

B a — c 

2 ^ _ 

relativa ao ângulo ext. C: B’ =-- V ab (p — a) (p — ta) 

c a — h 


RAIO DO CIRCULO INSCRITO NUM TRIÂNGULO 
QUALQUER 

S 


P 
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RAIO DO CIRCULO C1RCUNSRIT0 A UM TRIÂNGULO 

QUALQUER 



4 S 


Nas expressões apresentadas: 

a, b, c — lados do triângulo 
p — semi perímetro do triângulo 
S — área do triângulo 


236 

# 


EXERCÍCIOS resolvidos 

1) j Determinar a natureza de um triângulo cujos lados 

medem respectivamente, 11 m; 13 m e 20m. 

A sintese de Clairaut nos informará. 

Se o triângulo fôsse retângulo, sua hipotenusa teria 
20m; então poderemos escrever, em princípio: 

20 2 = ll 2 + 13 2 ± ... ou 
400 = 121 + 169 ± 
ou para haver igualdade: 

400 = 290 + ... 

Esse resultado se assemelha à relação 

a 2 = b 2 -f c 2 + 2 cm 

obtida de um triângulo obtusângulo. 

Então o triângulo do problema é obtusângulo. 

2) ) Determinar a natureza de um triângulo cujos lados 
y medem 10, 15 e 18 metros. 

Como no exemplo anterior escrevamos: 

18 a = 10 2 + 15 2 ± ... ou 
324 = 100 + 225 ± ... ou 
Para haver igualdade: 

324 = 325- 

Esse resultado se assemelha à relação: 
a 2 = b 2 + c 2 — 2 cm 

obtida de um triângulo acutângulo. Então o triângulo 
do problema é acutângulo. 

3 I Determinar a natureza do triângulo cujos lados 
medem respectivamente 13, 12 e 5 metros. 

Como das vêzes anteriores 

13 2 = 12 2 + 5 a ± ... ou 

169= 144 + 25 ± ... 

«9 








Para haver igualdade: 

169 = 169 

Conclue-se então que o resultado obtido se assemelha 
à relação: 

a 2 = b 2 + c 2 


correspondente a um triângulo retângulo. 

4) A base de um triângulo tem 13 m e os dois outros 
/lados teem respectivamente 11 m e 20 m. Calcular as 
'— 7 projeções desses dois últimos lados sôbre a base. 

Vejamos inicialmente a natureza do triângulo. Tra¬ 
tando-se porém do triângulo do problema 1 d'o pre¬ 
sente capítulo, vimos ser êle obtusângulo. A figura 
2 se aplica ao caso do problema e nela teremos que 
calcular DA ou m e DB, projeções dos lados b e a, 
sôbre o lado c. 

A relação 

a» = b a + c 2 + 2 cm, 

na qual a = 20; b = 11 e c = 13, nos dá: 

400 = 121 -f 169 + 2 X 13 X ni ou 
400 — 290 


2 X 13 

A figura nos mostra que: 


= 1,22 ni 


DB = DA + AC; então 
DB = 4,22 + 13 = 17,22 m 


5) Calcular as diagonais de um paralelogramo, onde dois 
lados consecutivos formam um ângulo de 43° e medem 
respectivamente 5 cm e 7 cm. 
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.D 

Trata-se de calcular AC e BD, lados dos triângulos 
ADC e BDC, acutângulo e obtusângulo, respectiva- 

mente. 

Para ambos os casos teremos a expressão: 

a 2 = b 2 + c 2 _2bc cos A 

citada no inicio do capitulo. 

Teremos então para ambos os casos: 

a 2 = 5 2 + 7 2 — 2 X 5 X 7 cos 43° e 
a* = 5 2 + 7 2 — 2 X 5 X 7 cos 137° ou 

a 2 = 25 + 49_70 X 0,731 (cos 43° = 0,73135) 

a 2 = 22,83 e a = 4,77 cm e 

a 2 = 25 + 49 — 70 X (—0.731) (cos 137° = 

=_cos 43° = — 0,73135) 

a 2 = 125,17 e a = 11,18 cm 

6) jDois lados adjacentes de um paralelogramo medem 
' 8 m e 10 m, respectivamente; uma diagonal mede 
6 m. Calcular a outra diagonal. 
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No triângulo ACD podemos calcular AF (altura 
lativa ao lado CD) . 



No triângulo retângulo ACF temos: 

CF 2 = AC 2 — AF 2 ou 

CF 2 = 64 _ 23,04 = 40,96 m 2 e CF = 6,4m 

Sendo CF = DE o triângulo retângulo CBE, dá: 
CB 2 = CE 2 + EB 2 ; mas como 

CE = CD + DE ou 
CE = 10 4- 6.4 = 16,4 m. 

Então: 

CB 2 = (16,4) 2 + (4,8) 2 e 
CB 2 = 268,96 + 23,04 = 292 e 
CB = 17,08 m. i 
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Outra solução 

Na figura, CM é a mediana relativa ao lado AD. do 
triângulo CAD. 

Vamos calculá-la. 


CM = 


100) _ 36 


CM = 


CM = 


X 17,088 


=_vm 

2 


considerando, porém, que 
CM = MB, 
segue-se que 

CB = 2 CM ou 


CB = 


X 17,088 X 2 = 17,088 m 


7) ) Os lado- de um triângulo medem 5 dm, 8 dm e 10 dm. 
J Calcular a ceviana que divide o lado maior em dois 
segmentos de 2 dm e 8 dm, respectivamente, sendo o 
menor segmento contiguo ao menor lado. 

A figura 4 do teorema de Stewart da, para o problema; 

AB = c = 5 dm; CB = a = 10 dm; AC = b = 8 dm; 
BD = 2 dm e CD = 8 dm. 

Temos a relação 

b 2 AD 2 c 2 

--f-= 1 ou 

am mn an 

depois de fazer as substituições: 




















AD 2 , 25 

-+-=1 ou 

16 20 


64 _ 5 AD 2 + 100 


= 1 ou 


64 + 100 — 80 = 5 AD 2 
84 = 5 AD 2 AD 2 = 16,8 e 
AD = 4,09 dm 

8) Dois lados de um triângulo medem respectivamente 
/ 8 cm e 5 cm e fazem um ângulo de 60°. Calcular o 
terceiro lado e sua projeção sôbre o menor lado. 

Temos a relação: 

a 2 = b 2 + c 2 _2bc cos A 

na qual b, c e A são conhecidos. Então: 

1 

a 2 = 64 + 25 — 2 X 8 X 5 X- ou 

2 

a- = 89 — 40 = 49 e a = 7 cm 
^ cos 60° = —Í_^ . 

Calculemos agora a projeção desse lado sôbre o 
menor. 



O teorema 1, dá: 

8 a = 7 2 + 5 2 — 2 X 5 x m ou 
m = 1 cm. 

9 )) Calcular as diagonais de um paralelogramo, sabendo 
que dois lados consecutivos medem, 6 dm e 8 dm e 
formam um ângulo de 45°. 

Esse exercício pode ser resolvido com o teorema de 
Pitágoras. Vamos resolvê-lo porém com o auxilio dos 
teremas 1 e 2 do presente capitulo. 



O triângulo ADC é acutângulo, então: 

AC 2 = AD 2 + DC 2 — 2 AD X DC cos D ou 


AC 2 = 36 + 64 — 2 X 6X8X —— ou 

5 

AC 2 = 32,32 e AC = 5,7 dm. 

Ao triângulo DAB obtusângulo também se aplica 
DB 2 = AD 2 + AB 2 _ 2 AD X AB cos A ou 

DB 2 = 36 + 64 — 2 X 6 X 8xf-^-^ ou 


DB 2 = 36 + 64 + 48 ou 
DB 2 = 167,68 DB = 12,9 dm 
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10) Os raios de dois círculos secantes medem 14 cm e 
30 cm e a distância dos centros, 40 cm. Calcular a 
corda comum. 

Este problema, com outros dados foi resolvido no ca¬ 
pítulo “Relações métricas no triângulo retângulo”. 

Vamos resolvê-lo aqui, de outro modo. 



O problema pede a corda AB, que é o dôbro de AM, 
que por sua vez é a altura do triângulo AOO\ rela¬ 
tiva ao lado 00'. 

Teremos então: 




AM 


2 .Vp(p —00’)(p. 


00 ’ 

AM - 8,4 


OA) (p — AO’) ou 


e AB = 2 x AM = 16,8 m 



11) Determinar o ângulo A de um triângulo ABC, sabendo 
que subsiste entre os seus lados a relação: 
a 2 = b 2 + c 2 _bc. (Exercícios de Geometria Alen¬ 

car Filho). 

A relação: 

a s = b* 4-c® _ 2bccos A 

M4 


é pràticamente a mesma fornecida no problema Para 
que elas sejam iguais torna-se necessário que 

2 cos A 1 ou 


cos A =- e A — 60° 

2 

12) Os lados de um triângulo medem 4 m; 5 m e 8 m. Pro- 

_longa-se o lado de 5 m de uma quantidade igual a 

ele. Pede-se a reta que unirá o vértice oposto ao lado 
prolongado à extremidade do lado prolongado. 


Com o prolongamento do lado BC de um compri¬ 
mento CM igual a ele o lado AC passou a ser a me¬ 
diana relativa ao lado BM, do triângulo ABM, cujos 
lados AB = 4m e BM = 10m conhecemos e cuja 
mediana (lado AC), tem 8m. 

• 

A fórmula da mediana nos permitirá calcular o 
lado AM. Teremos: 

Bt- l.til iUui .. 4,. 

m a = —i_ y/2 (b 2 + c 2 ) — a 2 ou 
2 

1 

“ 8 =-\/ 2(b 2 4- 16) - 100 ou 

2 

16 .= \Z 27 b 4 4 - 10 ) _ loO ou 
256 = 2 (b a 4-16) _ 100 ou 

267 























128 1í“ + ltí ™ 50 ou 

b 2 = 1Ü2 m* e b s 12,78 m 

13) A bissetriz do ângulo A de um triângulo mede 6m e 
/ determina no lado BC segmentos de 3m e 4m. Cal- 
cular os lados AB e AC do triângulo. 



Seja AM = 6m a bissetriz do ângulo A; BM = 3m e 
MC =4m. Já vimos anteriormente que: A bissetriz 
de um ângulo interno de um triângulo, divide o lado 
oposto em dois segmentos aditivos, proporcionais aos 
lados do ângulo. Então podemos escrever: 


Por outro lado, a fórmula da bissetriz relativa ao 
lado a, é: 

B a = —--V pbc (p — a) (B) 

b -f c 

Posto isto, as equações A e B, que formam um sis¬ 
tema, darão a solução do problema. 


ITT- /AiA±- C -xbcx 

b + c V 2 

A equação (A), dá: 


7 -j- b + c 

2 


- 7 ) 


4c 



substituído no valòr da bissetriz, dá 


Com o valôr de c na equação A, tira*se: b ■= 8. 

14) Os lados de um triângulo são: AB == 13 m; AC = 11 m 
e BC= 16 m; a mediana AM e a bissetriz interna BD 
cortam-se em I. Calcular IM. 

(Ex ER. Geometria E. Alencar Filho) 









ti y,. 

Q D ly^Ujfc^ 



Calculemos AM. 


AM =- y/ 2 (b 2 -f- c 2 ) — a 2 ou 

2 

AM = — V 2 (121 + 169) — 256 = 9 m 
2 


No triângulo MAB, conhecemos os seus três lados, 
isto é: MB = 8m; AM — 9m e AB = 13 m. 


hM 




Podemos pois calcular os segmentos MI e AI em 
que a bissetriz de B, divide o lado AM, aplicando o 
teorema empregado no problema anterior. 


MI 


IA 
MI + IA 


8 

13 


8 + 13 


MI 


— ou 


8 



91 

MI 


21 

8 


e MI = 3,42 m 


Num triângulo ABC, AB = 9 m, AC = 7 m e a me- 
diana AM = 4m. Calcular a distância d'o pê da me¬ 
diana ao lado AB. 



No triângulo ABC, temos AB = 9m; AC = 7 m • 
AM = 4m. 

AM ;= — V2 (b 2 + c 2 ) — a* 

2 

nos permite calcular CB (a). Temos: 



2 


64 = 2 X 130 í— a 2 e 
a 2 = 196 e a = 14 m. 
Consequentemente: 

MB =-— 7 m. 

2 


No triângulo AMB, MN é a altura relativa ao lado AB 
e também a distância do ponto M ao lado AB. 

Sendo assim: 


MN =-V p (p — a) (p — b) (p —c) 

AB 


na qual p = 10 
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Éntão: 


MN = £. V 10 (10 — 9) (10 — 4) (lü — 7) ou 
9 

MN = 2,98 m 

10) Achar os lados de um triângulo, cujo perímetro é 30, 
V 7 sabendo que as suas alturas são proporcionais fios 
números a 6, 3 e 2. 

O problema diz: 

a -j- b + c = 30 

e também: 

2 _ 

- / 

a V p (p — a) (p — b) (p — c) 

6 “ 

2 ._ 

b V P (P — a) (P ~ b) (p — c) 

3 

2 _ 

c V P (P — a) (p — b) (p — c) 

~ ' 2 

ou. depois de dividir as três igualdade s por 



111 


6 a 3 b 2 c 
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que pode ser escrito 

1 1 1 

0 3 _ 2 

a b c 


* 




Aplicando as proporções, vem: 

11 1 1 1 1 

0 3 2 0 3 2 

--.-—-—-=-ou 

a + b-f c a b c 

0 111 

ir _~~6~ t 2 

36 abc 

1 _ 1 _ 1 _ 1 
36 6 a 3 b 2 c 

a = 6 m; b = 12 m e c = 18 m 


17) As bases de um trapézio medem 25 m e 32 m e os 
lados não paralelos 7 m e 12 m. Calcular a distância 
entre os pontos médios das bases. 



Os pontos M e N são os meios das bases do tra¬ 
pézio e MN é a. distância pedida. 
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A.8 retas ME e MF são paralelas às retas AC e BD. 
rsspectivamente; por isso AM=CE e BM = DF. 
Consequentemente : EF = 7 m 

No triângulo MEF, MN é a mediana relativa ao lado 
EF. Calculemos o seu valor. 



V2(MK* + MF*) — EF 5 ' 


MN 


-i— V 2 (49 + 144) — 49 
2 


MN = 9,18 m 



Em função das bases a e b de um trapézio e das 
diagonais f e g exprimir o comprimento da reta que 
une os meios dos lados paralelos. 



Na figura N e M são os pontos médios dos lados 
paralelos; MN a reta que une esses pontos. NP é 
uma paralela, traçada por N à diagonal AC (f) e 
NQ, uma paralela traçada por N à diagonal BD 
(g). N sendo o ponto médio de DC, lado do triân¬ 
gulo DAC, a paralela ao lado AC é igual à sua me¬ 
tade (teorema citado no capítulo “Triângulos”). 
Pelo mesmo motivo NQ é a metade de DB. 
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Por outro lado PQ foi traçada pelos pontos médios 
de AD e BC, consequentemente é paralela as bases 
a e c e equidistante delas; então é a base média do 


trapézio, igual a: PQ =_ 

2 

Temos então: 



; NQ = _Í_ e PQ = 
2 


a-f c 
2 


2 

Não pode haver dúvida qu e NS é a mediana do 
triângulo NPQ relativa ao lado PQ. 

A aplicação da fórmula da mediana relativa a,, lado 
PQ sendo 




ou 
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EXERCI Ç IOS À RESOLVES 

1) Dizer a natureza do triângulo cujos lados medem 
respectivamente: 8, 9 e 15 metros. ' 

Resp. : Obtusângulo 

2) Dizer a natureza do triângulo cujos lados medem res¬ 
pectivamente 8. 9 e 10 metros. 

Rrsp. : Acutângulo 

3) Dizer a natureza do triângulo cujos lados medem 
respectivamente 25, 7 e 24 metros. 

Resp. : Retângulo 

4) Os lados de um triângulo medem 20, 15 e 7 metros. 
Sua base é o lado 15 m. Calcular as projeções dos 
outros lados sobre ele. 

Resp.: 4,2m e 19,2m 

5) Os lados de um triângulo medem 7 m, 5 m e 3 m. 
Calcular o valôr da projeção do menor lado sôbre o 
lado médio. 

C. Naval — 1960 Resp.: 1,5m 

6) Dado o triângulo ABC cujos lados são AB = 15 cm; 
BC = 14 cm e AC = 13 cm. Calcular a distância do 
vértice C ao pé da altura relativa ao lado BC.-, 

C. Naval — 1959 Resp.: 5 cm. 

7) Dois lados de um triângulo medem respectivamente 
4m e 5m e formam um ângulo de 34°. Calcular o 
terceiro lado. 

Resp. : 2,8 m 
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8) Dois lados adjacentes de um paralelogramo medem 
6 m e 8 m, respectivamente; uma diagonal mede 
12 m. Calcular a outra diagonal 

Resp. : 7,48 tn 

9) Calcular as diagonais de um paralelogramo, onde 
dois lados adjacentes formam um ângulo de 51° e 
medem respectivamente 7 cm e 8 cm. 

Resp. : 6,52 cm e 13,54 cm 


16) Os lados de um triângulo medem 5 cm, 7 cm e 10 cm. 
Calcular a ceviana que divide o maior lado inter¬ 
namente na razão de Va e o menor, segmento con¬ 
tíguo «© maior lado. 

Resp. : 3,92 cm e 4 cm 


11) Dois lados de um triângulo medem respectivamente 
4m e 5m e formam um ângulo de 30°. Calculai- o 
terceiro lado. 


Resp. : 2,52 m 


12) Calcular as alturas de um triângulo cujos lados são: 
a = 10 m; b = 26 m e c = 24 m. 

Resp.: 24m; 9,23 m e 10m 

13) Calcular, no triângulo ABC, onde AB = 20dm; 
AC = 22 dm e BC — 30 dm a bissetriz interna AD 
e a bissetriz externa AM. 

Resp.: 14,68 dm e 313,94 dm 

14) Calculai' as medidas do triângulo cujos lados me¬ 
dem 8m; 9m e 10 m. 

Resp. : 6,89 m; 7,85 m e 8,63 m 
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15) Calcular as diagonais de um paralelogramo, sabendo 
que dois lados consecutivos medem 8 dm e 12 dm e 
formam um ângulo de 60°. 

Resp.: 10,58 dm e 17,43 dm 

16) No paralelogramo ABCD tem-se AB = 10 m, 
BC = 6 m e o ângulo ABC = 51°. Calcular o valôr da 
diagonal AC, dado cos 51° = 0,6^93. 

E.P.C. Ar. — 1963 Resp. : 7,77 m 

17) Os raios de dois círculos secantes medem 
9m e 10 m e a distância dos centros 17 m. Calcular 
a corda comum. 

Resp. : 8,46 m 


18) Num triângulo ABC, o lado a = 6m e c 2 --b 2 = 
= 66 m 2 . Calcular as projeções dos lados 6 e c sôbre 
o lado a. 

(Ex. Geometria Alencar Filho) Resp. : 2,5 m e 8,5 m 


19) Os lados de um triângulo são 5in; 3m e 5,3 m. Pro¬ 
longa-se o lad 0 de 3m de um comprimento igual a 
ele. Pede-se a reta que unirá o vértice oposto ao 
lado prolongado, à extremidade do lado prolongado. 

Resp. : 7 m 


20) A bissetriz do ângulo A de um triângulo mede 
12,64 m e determina sôbre o lado BC segmentos de 
4 m e 5 m respectivamente. Calcular os lados AB e 
AC do triângulo. 

Resp.: 12 m e 15m 
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21) Os lados de um triângulo são AB = 20ra; AC = 
= 22m e BC = 30m. A mediana AM e a bissetriz 
interna BD cortam-se em I. Calcular AI. 

Resp. : 9,55 m 

22) Num triângulo AB = 15m; AC = 10m e a mediana 
AM = 9 m. Calcular a distância do pé da mediana 
ao lado AB. 

Resp. : 4,95 m 

23) Achar os lados de um triângulo com 18 m de perí¬ 
metro, sabendo que as suas alturas são proporcio¬ 
nais aos números 3, 4 e 6. 

Resp.: 4m; 6m e 8m 

24) As bases de um trapézio medem 6 m e 15 m e os 
lados não paralelos, 5m e 7,211 m, respeclivamente. 
Calcular a distância entre os meios das bases. 

Resp. : 4,272 m 

25) As bases de uni trapézio medem 4m e 10 m e as 
diagonais 5 m e 10,44 m. Calcular o comprimento 
da reta que une os meios dos lados paralelos. 

Resp. : 4,242 

26) Achar o ângulo C do triângulo cujos lados são: 
AB = 14 m ; BC = 10 m e AC = 6 m. 

Resp.: 120° 

27) Os lados adjacentes de um paralelogramo medem 
5m e 7m e uma diagonal 8 m. Calculai a outra 
diagonal. 

Resp. : 9,16 m 


28) Calcule, em função de a a mediana relativa ao lado 
a do triângulo ABC, em que b a -f- c 2 = 2a a . 

a -v/3 

C. Naval — 1960 Resp.: —- 

2 


29) Calcule a em um triângulo ABC, no qual b = c = 5 
e B = 30°. 

C. Naval — 1955 Resp. : a = 5 V 3 
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RELAÇÕES MÉTRICAS NO CÍRCULO 


Teorema 1 

A ordenada de um ponto da crcunferência é igual à mé¬ 
dia proporcional, en:re os segmentos que ela (ordenada) de¬ 
termina sôbre o diâmetro. 



Fig. l 


Na figura 1 

PM — ordenada do ponto P em relação ao diâmetro AB 
do círculo (Perpendicular do ponto P, considerado, sobre 
o diâmetro). 

AM e MB — segmentos do diâmetro determinados pela 
ordenada PM. 

Relação : 

MP 2 = AM X MB 

Teorema 2 

Toda corda que tem uma de suas extremidades coinci¬ 
dindo com uma das extremidades de um diâmero, é média 
proporcional entre o diâmetro todo e a sua projeção sôbre 
o diâmetro. 
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Na mesma figura i , 

PB — corda que tem uma extremidade coincidindo com 
uma das extremidades do d âmetro AB. 

MB — projeção dela (corda PB) sôbre o diâmetro AB. 

Relação• 

PB 2 = AB X MB. 

Teorema 3 

Quando duas cordas se cortam no interior de um círculo, 
o produto dos segmentos de uma, é igual ao produto doa 
segmentos da outra. 



D 


Fig. 2 

Nu figura 2 

AB e CD — cordas que se cortam no interior do círculo. 
M — Ponto de interseção das cordas. 

Relação : 

MA X MB = MC X MD 


283 









Teorema 4 

Quando duas cordas se cortam fora de um circuío, os 
produtos das secantes ao círculo, por sua s partes externas, 
são iguais. 


VA 


Fig. 3 


Na figura 3 

AB e CD — cordas do círculo que se cortam fora do 
circulo, no ponto M (Encomro de duas seeames a um círculo) 

4 

Relação-. 

MA X MB = MC X MD 

Teorema 5 

Quando uma tangente e uma secante a um circulo, se 
encontram, a iangente é média proporcional entre a secante 
e a sua parte externa. 




Fig, 4 


Na figura 4 

MA — tangente ao círculo no ponto A. 

MC — secante ao círculo. 

MB — parte externa da secante. 

Relação: 

MA 2 = MB X MC. 

Teorema 6 

guando uma corda corta um diâmetro, fazendo com ele 
um ângulo de 45°, a soma dos quadrados dos segmentos da 
corda é igual ao dôbro do quadrado do raio do círculo. 



Fig. 5 
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Na figura 5 


AB — diâmero do círculo de centro O 

CD — corda inclinada de 45° em relação ao diâmetro. 

Relação: 

MC 2 + MD 2 = 2R 2 

Teorema 7 

A soma dos quadrados dos segmentos formados por duas 
cordas que se corta ortogonalmente, é igual ao quadrado do 
diâmetro. 



Fig. 6 

Na figura 6 

AB e CD — cordas que se cortam ortogonalmente. 
CE — diâmetro. 


Relação : 

AI 2 + IC 2 4- BI 2 4- DP = CE 2 
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POTÊNCIA DE UM PONTO EM RELAÇÃO A UM 

CIRCULO 

Os teoremas 3 e 4 exprimem as potências do ponto M 
(interior e exterior) em relação a um círculo; negativa no caso 
do teorema 3; positivo no do teorema 4. 

Sua expressão usual é: 

(potência) P = d 2 — r 2 

na qual, d é a distância do ponto ao centro do círculo e r 
ê o raio do círculo. 

Se o ponto é interior ao circulo, sua distância ao centro 
é menor que o raio e a potência é negativa. Se o ponto fôr 
exterior r«« círculo, sua distância ao centro é maior que o 
raio e a potência é positiva. 

Se o ponto estiver sôbre a circunferência, sua distância 
ao centro é igual ao raio, e então sua potência é nula. 

Teorema 8 

.A potência do ponto M interior ao círculo O, em relaçãí 
ao circulo e expressa em função da menor corda que passa 
por ele, é igual ao quadrado' da metade da referida corda. 



Fig. 7 
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Na figura 7 

AB — diâmetro. 

CD — menor corda que passa pelo ponto M. 
Relação: 

P = CM 2 
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EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


1) Uma ordenada determina sôbre um diâmetro 
segmentos de 4 cm e 16 cm. Determinar a> ordenada. 

A figura 1 permitiu-nos escrever a relação decor¬ 
rente do teorema 1. 

|MP a =AM X MB 

No caso do problema, AM e MB são respectiva¬ 
mente 4cm e 16cm; então: 

MP 2 s= 4 cm X 16 cm = 64 cm 2 e 


MP = V 64 cm-' = 8 cm 


2) Num círculo de 9 cm de raio traça-se uma corda de 
6 cm. Calcular a projeção da corda sôbre o diâ¬ 
metro sabendo-se que uma extremidade da corda 
coincide com uma extremidade do diâmetro. 

A figura 1 permitiu-nos também escrever a relação 
decorrente do teorema 2 .. 


PB 2 = AB X MB 

No caso do problema, o raio sendo 9 cm, AB valerá 
18 cm. Por outro lado, a corda PB sendo igual a 
6 cm, podemos escrever: 

6 2 = 18 X MB ou 


MB =- 


36 cm 2 


18 cm 


2 cm 
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3) Duas cordas passando pelas extremidades de um 
diâmetro medem 6 cm e 9 cm. A projeção da pri¬ 
meira sòbre o diâmetro mede 2 cm. Calcular a pro¬ 
jeção da outra corda sôbre o diâmetro. 



Na figura acima temos: 


AD -- 6 cm 
AE = 2 cm 
CB = 9 cm 
FB= ? 


Como queremos determinar FB, aplicamos o teore¬ 
ma 2 e escrevemos a relação (tirada do lado direito 
da figura). 

CB 2 = AB X FB (1) 

na qual so conhecemos CB. Por outro lado, a apli¬ 
cação do mesmo teorema na parte esquerda da fi¬ 
gura permite escrever: 
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AD 2 = AB X AE (2) 


onde conhecemos AD e AE, permitindo pois, o cál¬ 
culo de AB. Teremos então: 


6* = AB X 2 


ou 


AB = 


36 cm 2 
2 cm 


= 18 cm 


Depois disso passamos a conhecer mais um ele¬ 
mento da equação (1) e ficamos em condições de 
calcular FB. Assim: 


9^ = 18 X FB 


e 



= 4,5 cm 


Nota: A figura apresentada podia ser outra, isto 
é, conter uma das cordas acima do diâmetro e a 
outra a baixo. 


I) Num círculo duas cordas se cortam; os segmentos 
de um são 4 cm e 6 cm; um dos segmentos da 
outra vale 3 cm. Qual o valôr do outro segmento? 

O teorema 3 permitiu-nos escrever a relação 

MA X MB = MC X MD 
na qual, por exemplo: 

MA = 4; MB = 6; MC = 3 e MB = ? 
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Fazendo-se as substituições, vem: 

4 cm X 6 cm = 3 cm X IMD e 

„ 4 cm X 6 cm 

MD =-= 8 cm 


5) Num círculo duas cordas se cortam; os segmentos 
de uma são 4 cm e 6 cm. Calcular os segmentos da 
outra, cujo comprimento total vale 11 cm. 

Na relação empregada no exemplo anterior 

MA X MB = MC X MD 
podemos considerar: 

MA .= 4 cm; MB = 6 cm e MC + MD — llcm 

Então: 


4x6 = MC X MD ou 
24 = MC X MD 1) e 
11 = MC + MD (2) 

As relações (1) e (2) constituem um sistema do 2.® 
grau, com duas incógnitas, que nos permite 
escrever: 


MC 2 —11 MC+ 24 = 0 e 


MC = 


11 ± V 121 — 96 _ 11 ± 


11 + 5 11 — 5 

MC =-=8 e MC =-= 3 

2 2 

Os segmentos da segunda corda são pois 8 cm e 
3 cm. 


/ 




(t) Num circulo de raio 15m duas cordas se corlam; o 
produto dos segmentos de cada corda é 56 m 3 . Cal¬ 
cular a distância do ponto de interseção das duas 
cordas ao centro do círculo. 



D 


O teorema 3 permite escrever: 


AI X IB = Cl X ID = IF X IE 


Podemos então escrever, uma vez que EF = 2R = 
= 2 X 15 m = 30 m e que EI = 30 m — IF e quere¬ 
mos calcular OI. 

56 = IF X (30 — IF) ou 
IF 2 — 30 IF + 56 = 0 e 

30 ± V 900 — 224 30 ± 26 

IF =---=- e 

2 2 

IF = 28 m ou IF = 2 m 
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1’ela figura vê-se que o valôr que convém para IF é 
2 m, cabendo a EI o valôr 28. Então: 

EI = EO + Oj 

sendo OI o valôr procurado. 

Teremos pois: 

28 = 15 + Oi 
e finalmente 

OI = 28 m — 15 m = 13 m 

/) Duas secantes à um circulo parlem de um mesmo 
ponto; uma tem um comprimento de 3m, e seu 
segmento exterior te m 2 m. A outra te m 5 m de com¬ 
primento: pede-se o segment 0 exterior da segunda 
secante. 

0 teorema 4 permitiu-nos escrever a relação: 

MA X MB = MC X MD 
na qual podemos considerar: 


MA = 3m; MB = 2 m; MD = 5 m e MC 
Teremos então : 


= ? 


3 m X 2 m = MC x 5 m e 
3mx2m 6 m 2 


MC 


o m 


o m 


= 1.20 m 


8) Em um circulo de 2 m de raio, uma secante passa 
pelo centro e sua parte externa tem 5m; pede-se o 


comprimento da tangente que termina na extremi¬ 
dade da secante. 



O teorema 5 permitiu-nos escrever a relação: 

MA 2 = MC X MB 

na qual podemos considerar 

MB = 5; OB = R = 2; BC = 2R = 4 e AM = ? 

Teremos então: 

MA 2 = (MB + BC) X MB ou 
MA 2 = 9 X 5 = 45 

MA = \/45 = 6.71 m 

0) Um círculo tem de diâmetro 6m. De quanto se deve 
prolongar, este diâmetro para que o segmento da 
tangente traçada desse ponto à circunferência e 
compreendido entre esse ponto e o ponto de con- 


295 











tato tenha comprimento igual ao diâmetro do 
círculo? 


O teorema aplicado no exercício anterior permite 
escrever: 


Teremos então 


que não serve por ser negalivo, 


4 


10) De um ponto situado a 5 m do centro de um círculo 
traça-se uma tangente à circunferência desse círculo 
tendo 4 m de comprimento. Calcular o raio da cir¬ 
cunferência. 

Consideremos a figura do exemplo anterior, na 
qual: 

MA = 4 m; OM = OB + BM = R + MB .= 5 ou 
MB = 5 — R e MC = 2R + MB 

A mesma relação empregada no exemplo 9, nos per¬ 
mite escrever, depois das substituições. 

4 2 = (2 R + MB) X MB 

depois de considerar o valôr de MB em função 
de R. 

16 = (2 R + 5— R) X (5 — R) ou 

16= (R + 5)(5 —R) ou 

16 = 25 — R 2 ou R 2 = 25 —16 

R 2 = 9 e R = VV = 3 

11) AB é um quadrante de centro O e raio 2cm; P é um 
ponto desse quadrante equidistante de A e do raio 
OB. Calcular a corda PA. (Cel. Edgard de A. Filho. 
Exercícios de Geometria) 














Para facilitar a explicação, o quadrante AOB foi con¬ 
tinuado com linhas interrompidas, de modo a com¬ 
pletar a circunferência. 

O problema diz que a corda AP é igual à ordenada 
PC e que o raio do quadrante é 2 cm. Verifica-se na 
figura, que PC é igual a OQ e pelo enunciado do 
problema conclue-se, que 


que chamaremos x. 

A figura n,os mostra que, sendo o raio 2 cm, o 
segmento AQ =2 — x. 

Temos então a corda AP com, uma de suas extremi¬ 
dades coincidindo com a do diâmetro AI) e a apli¬ 
cação do teorema 2, nos permite escrever. 

AP 2 = AD X AQ ou x 2 = 4 X (2 — x) ou 
x 2 + 4x — 8 = 0 

que resolvido dá: ^ 

x = 1,67 cm e x =— 5,67 cm 

Evidentemente o segundo valor não serve, por ser 
negativo. 


Tem-se um círculo; traça-se um diâmetro AP c uma 
tangente a ele, no ponto B. Do pcnto A, com um raio 
igual ao dobro de AB, descreve-se um arco que 
corta a tangente em C; traça-se AC que vai cortar 
o círculo em D. Pede-se o comprimento do segmento 
AD. 



O problema diz que: 

AC = 2 AB 

O teorema 5 nos permite escrever a relação 
BC 2 = AC X CD 

I*»r outro lado, 0 triângulo retângulo ABC nos dá: 
AC 2 = AB* + BC 2 
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Como AC = 2 X AB, podemos escrever 


(2 AB) 2 = AB 2 + BC 2 ou 
•4 AB 2 — AB 2 = BC 2 
3 AB 2 = BC 2 

Fazendo as substituições na relação tirada do 
teorema 5, vem: 


3 AB 2 = 2 AB X DC e 
3 AB 2 3 

DC =-=-AB 

2 AB 2 


uomo AB = 2 R, segue-se que 

DC = JL- X 2R = 3R 

2 


Se AC = 2 X AB = 2 x 2 R = 4R 
Se AD = AC — DC, conclue-se que 
AD = 4R — 3R = R 

13) Uma corda corta o diâmetro de um círculo segundo 
um ângulo de 45°; a soma dos quadrados dos 
segmentos da corda é igual a 98 cm. 

Calcular o raio do círculo. 

O teorema 6 permitiu-nos escrever a relação 

MC 2 + MD 2 = 2R 2 ** 

0 problema d.iz que 

MC 2 + MD* = 98, então 

98 = 2R 2 e R 2 == 49 e R = Z 
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14) Num círculo de 25 cm de raio, uma corda vale 
30 cm. Calcular a corda que subtende o arco duplo. 



Na figura 
AB = 30 cm 

CB = 2R = 50 cm 
AD — corda do arco duplo de AB 

A relação 

AB“ = CB X MB 
dá, depois das substituições 

900 

30 2 — 50 X MB e MB =-= 18 cm 

50 


Então 

CM = 50 — MB ou 
CM = 50 —18 = 32 cm 
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A relação 


AM- .= CM X MB 
dá depois das substituições 

AM 2 = 32 X 18 = 576 e 

AM = \/ 5V(T = 24 cm 

Como AD é perpendiculr à CB, o ponto M é a me¬ 
tade de AD, que por essa razão é o dôbro de AM. 
Então: 


AD = 2AM ou AD = 2 X 24 cm = 48 cm 

15) M é um ponto do diâmelr 0 AB = 16 m de um círculo 
de centro 0, tal que OM = 6 m e CMD é uma corda 
formando com AB um ângulo de 60°. Calcular MC 
e MD. (Ex. de Geometria - Ten. Cel. Edgard de A 
Filho) 




Na figura acima 

AB é o diâmetro igual a 16 m 
OM é igual a 6 m, de acordo com o problema 
CD a corda que fez com o diâmetro AB, um ângulo 
de 60° 

EF uma corda auxiliar que também faz com o diâ¬ 
metro AB o ângulo EMB — 60° 

CE e FD -— cordas ligando os extremos das cordas 
CD e EF. 

A figura CEDF é um quadrilátero (trapézio isós- 
celes) inscrito no círculo O. 

O teorema 7 nos permite escrever a relação: 

(m + n) (m -f n)= FC X ED 4- CE X FD 
ou 

(m + n) 2 = FC X ED + CE X FD (a) 

O triângulo retângulo CMB tem um ângulo de 60° 
e em virtude do teorema citad 0 quando tratamos dos 
triângulos retângulos, CP, lado aposto ao ângulo de 
60° é: 


Mas 


CP ,= 


m V 3 


2 




CE = 2 CP ou CE = m V 3 
Pela mesma razão 



ny 3 

O, 
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Mas como 


FD = 2 FH, FD = n V 3 

Os ângulos CMF e DME, opostas pelo vértice, são 
excêntricos interiores e valem 60°, de ve z que 
CMB = 60° e FMA = 60°. 

Mas, vimos anteriormente que; 

FC = DE e valem: 


„ . arco FC -f arco DE ^ 2FG 

angulo tMC =- ou 60 =- e 

2 2 
arco FC = 60° e arco DE = 60° 


Então, as cordas FC e DE são lados do hexágono 
regular inscrito no círculo de raio 8, no caso do pro¬ 
blema. 


Por outro lado o teorema 3 nos permite escrever: 

AM X MB = m X n ou 
14 X 2 = um ou mn = 28. 

Fazendo as substituições em (a), vem: 


(m + In) 2 = 8 X 8 + m -v/lF X n y/T ou 
m 2 -F 2mn + n 2 = 64 -(- 3 mn ou 
m 2 — 28 + n 2 = 64 ou 

f m 2 -f- n 2 = 1)2 e 
1 mn = 28 

0 sistema (A) resolvido dá m = 3,08 e n = 9,08 
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16) Na figura OP = 10 cm; ÜC = R = 6 cm, CP é tan¬ 
gente à circunferência; D é o ponto médio de CP 
e DE é perpendicular a OP. Calcular DE. 

c 


.^P 
E 


Na figura tem-se: 

PE = PO + OF = 10 + 6 = 16 
PG = 4 (PO — OG) 

O teorema 4 permite escrever: 

PC 2 = PF X PG ou 

?C 2 = 16 X 4 = 64 e PC .= 8 

O problema diz que o ponto D é o meio de CP então: 

8 

CD = DP = —— i= 4 
2 

Os ângulos em C e E são iguais como retos nos 
triângulos OCP e EDP. 

Os ângulos em D e O são iguais porque seus lados 
são perpendiculares e são ambos agudos como já 
vimos em outra ocasião. 

O primeiro caso de semelhança de triângulos nos 
diz que os triângulos OCP e EDP são semelhantes 
porque tem C = E e D = O. 
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Deles podemos tirar as relações: 


DP DE 

-=- ou 

OP oc 


- = - e DE ,=-— 2,4 cm. 

10 6 10 

17) A distância de um ponto ao centio de uma circun¬ 
ferência vale 0,9 do diâmetro. Se o raio tiver 1 m, 
qual a potência do ponto em relação à circunfe- 
rêincia. 

A potência de um ponto em relação a um circulo é 
dada por: 

P = d 2 — 

No problema 

d = 0,9 X 2R = 1,8R 


Então: 

P = (1,8 R) 2 — R 2 


No caso do raio ser 1 m, vem: 

P = 1,8 2 — l 2 = 3,24 — 1 = 2,24 

19) Um triângulo retângulo isósceles está inscrito em 
uma circunferência; descreve-se uma circunferência 
tangente á primeira e aos dois catetos do triângulo 
retângulo dado. Exprimir o raio dessa circun¬ 
ferência em função do raio da primeira. 


* 
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F 


Seja BO = AO = OF = a (raios) 

AD = DM = MF = b (porque 
AD = AG e AG = DM) 

A secante AF e a tangente AD, ao círculo O, dão: 
AE X AF = AD 2 ; mas 

AE = °a — 2b ■= 2(a — b) (diferença entre os diâ¬ 
metros). 

AF = 2a (diâmetro) 

AD = b 

Então: 

(2a — 2b) X 2a -= b 2 ou 
4a 2 — 4ab = b 2 ou b 2 -f 4ab — 4a 2 = 0 
b = 2a (V2^ 1) eb = - 2a W~2 + 1) 

Dos dois valores de b evidentemente só serve 


b = 2a (V2 — 1) = 0,8284 a 


20 ) 


A relação entre a altura e a hipotenusa de um tri- 

00 

ângulo retângulo vem a ser ——. O perímetro do 


13 a 
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triângulo é 30 m. Calcular a dislância a que está um 
ponto P de um circulo inscrito nesse triângulo, sa¬ 
bendo-se que ai potência do ponto é 144. 



-=-(1) e que 

a 13 2 

a + L + c = 30 e b+c = 30-a (2) 

Sabemos que 

bc 

ah = bc e h =- (3) 

a 

Substituindo na relação (1), h pelo seu valor, tirado 
de (3), vem: 

bc 60 

--= —- ou 

a» 13 2 

13*bc - 60a-' 

Sabemos também que 

a 2 = b 2 -f c 2 ou a a _ b* — c 2 = 0 (4) 


> 
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Elevando-se a -f b -f c = 30, ao quadrado, vem: 

a 2 b a 4 - c 2 + 2 ab + 2 ac + 2 bc = 9«0 ( 6 ) 

Somando-se membro a membro as igualdades (4) e 
(5), vem: 

2(a a + ab + ac + bc) = 9Q0 ou 
2 (a? + a (b + c) + bc] = 900 ou 
a 2 -f a (b 4 - c) -f bc = 450 ou 
60 a 2 

a 2 4 - a (b 4 - c) 4 -= 450 ou 

13 2 

60 a 2 

a 2 -f a (30 — a) 4-= 4o0 ou 

13 2 

60 a 2 

a 2 4 - 30 a — a 2 4 - -—- = 450 ou 

132 

5070 a -f 60 a a = 76050 ou 

2a 2 4 - 169 ai — 2535 = 0, 
que resolvida dá: a = 13. 

O raio do círculo inscrito é: r = p — a 

Então: 

r = 15 — 13 = 2 m 
Sabemos que a potência é dada por: 

Potência = d* — r 2 

Então: 

144 = d 2 —4 e d 2 = 148 e d = 12,3 m 1 
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Como d é a distância do ponto ao centro, segue-se 
que a distância ao círculo será: 

d — r ou 12,3 — 2 = 10,3 m 

21) Uma corda AC é inclinada sôbre o diâmetro de 45°. 
Estabelecer a relação que Jiga os segmentos em que 
a corda fica dividida e o diâmetro do círculo. 



O triângulo ABD é retângulo isósceles; então: 

AB a = AD 2 + BD 2 = 2 BD 2 (AD = BD) 

Por outro lado 0 triângulo GFC é retângulo isósceles 
também; é congruente ao triângulo ADB e conse¬ 
quentemente FC = DB. 

Então: 

AB 2 = 2 BD 2 = 2 FC 2 (1) 

O triângulo BCE é também retângulo isósceles e dá: 
BC 2 = 2 CE 2 (2) 

Somando membro a membro as igualdades (1) e (2) 
vem: 

AB" + BC 2 (= 2 CF a + 2 CE 2 = 2 (CF a +CE a ) 


310 


O triângulo retângulo OEC nos dá: 
OC a = OE 2 + CE 2 (3) 


Considerando que 

OE = CF, vem: 

AB 2 + BC 2 = 2 (OE a + CE a ) 

Vemos que a quantidade contida no parêntesis c o 
segundo membro da relação (3); então 

AB 2 + BC 2 = 20 C = 2r a (OC = r) 


-1) Num círculo de raio igual a 12 cm, uma corda corta 
o diâmetro, num ponto afastado 5 cm do centro do 
círculo e fazendo um ângulo de 50°. Calcular os 
segmentos da corda, determinados pelo diâmetro. 



A 


Na figura, AC c a corda que intercepta o diâmetro 
BD fazendo com èle um ângulo de 50°. Portanto os 
ângulos CMD e BMA, valem 50°. Como consequên¬ 
cia, o ângulo OMC é igual a 130°. 



















O triângulo OMG é obtusângulo e dêle podemos tirar 
a relação: 


OC 2 = OM 2 + MC 2 — 20M . MC . cos OMC 

Substituindo na relação acima os dados do problema, 
vem: 

12 2 = 5 a + MC 2 — 2 X 5 X MC x cos 130°: _ou 
144 = 25 -f MC 2 — 10 X MC X 0,643 ou 
MC 2 + 6,43 MC — 119 = 0 e MC = 8,15 cm 

Por outro lado 

MB X MD = MA X MC ou 
17 X 7 = MA X 8,15 ou 
119 = 8,15 MA e MA = 14,6 


i 
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EXERCÍCIOS À RESOLVER 


1) Calcular a ordenada de um ponto da circunferên¬ 
cia, sabendo que a mesma determina no diâmetro 
que lhe é perpendicular, segmentos de 0,3 m e 7,5 m. 

Resp. : 1,5 m 

. 2) Em um círculo de 12 cm de raio traça-se pela ex¬ 
tremidade de um diâmetro uma corda igual ao raio. 
Calcular a projeção da corda sobre o diâmetro re¬ 
ferido. 

Resp. : 6 cm 

3) Pelas extremidades de um diâmetro traçam-se duas 
cordas de 5 cm e 7 cm respectivamente. A projeção 
da primeira sôbre o diâmetro mede 3 m. Calcular 
a projeção da segunda corda. 

Resp. : 5,88 m 

4) Num círculo o diâmetro AB vale 5m. A projeção 
da corda AC sôbre o diâmetro vale 1,8 m. Calcular 
a corda BC. 

(I.E. — 1953) Resp. : 3 m 

5) Num círculo duas cordas se cortam. Os segmentos 
de umaJ medem 12 m e 6m respectivamente; um 
dos segmentos da outra vale 9 m. Qual o valor do 
outro segmento? 

3esp. : 8 m. 

6) Num círculo duas cordas se cortam; os segmentos 
de uma são 12 m e 6 m. Calcular os segmentos da 
outra, cujo comprimento total vale 17 m. 

Resp. : 8 m e 9 m. 
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7) Num círculo duas cordas se cortam. 0 produto dos 
segmentos de cada corda é 56 m 2 e a distância do 
ponto de interseção ao centro, 13 m. Calcular o raio. 

Resp. : 15 m 

1 8) Num círculo de 1 m de raio, determinar a distância 
do centro a uma corda de 1,6 m. 

Resp. : 0,6 m 

- 

* 9) Duas secantes são traçadas do mesmo ponto exte¬ 
rior. Calcular uma das secantes e sua parte ex¬ 
terna, cuja parte interna tem 9 m, sabendo que a 
outra secante mede 9m e sua parte externa 4m. 

Resp. : 12 m e 3 m 

* 10) Num círculo de 12 m de raio, duas cordas se cor¬ 
tam; o produto dos segmentos de cada uma é 44 m*. 
Calcular a distância do ponto de interseção ao centro 

Resp. : 10 m 

f 11) De um ponto situado a 10 m do centro de um cír¬ 
culo de 8 m de raio, traça-se uma secante tal que 
a parte interna seja igual a parte externa. Calcular 
essa secante. 

Resp. : 8,46 m 

y' 12) A que distância de uma circunferência de 6 cm de 
raio deve estar um ponto para que o segmento total 
da. secante traçada desse ponto e passando pelo cen¬ 
tro, seja igual ao dôbro da tangente, traçada do mes¬ 
mo ponto? 

Resp. : 4 cm 

13) Uma tangente a um círculo e uma secante parlem 
do mesm 0 ponto; a tangente mede 18m e a parte 
interna da secante 27 m. Calcular a parte externa 
da secante. 

Resp. : 9 m 
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7 — 15) 


16) 


17) 


J. 

* 19) 


20 ) 


De um ponto P situado a uma distância igual a 2R 
do centro de um círculo de raio R, partem duas 
tangentes PA e PB. Calcular as tange ntes P A e PB, 
o ângulo APB e a corda de contato AB. 

Resp.: RyHJjbO^RyH? 

Num círculo de raio 5 m traçam-se pelas extremi¬ 
dades de um diâmetro uma tangente e uma corda 
de 8 m, que intercepta a tangente. Determinar a 
tangente e o prolongamento da corda. 

Resp. : 7,5 m e 4,5 m 

Uma corda corta o diâmetro de um círculo, segundo 
um ângulo de 45°; a soma dos quadrados dos 
segmentos da corda é igual a 288 m. Calcular o raio 
do círculo. 

Resp. : 12 m. 

Num círculo de raio igual a 5 cm, uma corda corta 
um diâmetro formando um ângulo de 45°. O com¬ 
primento total da corda é 8 cm. Calcular os dois 
segmentos que o diâmetro considerado determina na 
mesma corda. 

Resp. i 7 cm e 1 cm 

Num circulo de raio 25 cm, uma corda vale 30 cm. 
Calcular a corda que subtende a metado do arco. 

Resp. : 15,8 cm 

A flexa de uma corda de um círculo de 312 cm dc 
raio, mede 24-ffi-, Calcular a corda. 

tA */ Resp. : 240 cm 

M é um ponto do diâmetro AB = 16 m de um cír¬ 
culo de centro O, tal que OM = 6 m e CMD é uma 
corda formando com AB um ângulo de 30°. Cal¬ 
cular MC e MD. 

Resp. : 2,22 m e 12,61 m 
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21) A e B sào pontos do lado OY de um ângulo 
XOY = 30° tais que 0A=4m e OB = 9m. Pelos 
pontos A e B passa um círculo tangente ao lado OX 
em C. Calcular: o segmento OC; a distância do 
ponto C ao lado OY; o perímetro do triângulo ABC. 

Resp.: 6m; 3m; 13,07 m 

> 22) Num círculo de 18 m de raio uma corda mede 12 m. 

Calcular a flexa da corda do arco duplo. 

Resp. : 4 m 

23) Num círculo uma corda mede 12 m; a corda subten¬ 
dida pelo arco duplo mede 23,6 m. Calcular o raio 
do círculo. 

Resp. : 33,02 m 


24) Num círculo de centro O traça-se uma tangente 
PT = 9 cm; pelo ponto P, extremidade da tangente, 
traça-se uma secante passando pelo centro do cír¬ 
culo, cuja parte externa vale 3 cm. Calcular o raio 
do círculo. 

(E.N.C. Dutra —1951) Resp.: 12 cm 

jk: _ 

25) Num círculo de centro 0 e raio R os diâmetros AB 
e CD são ortogonais. Prolonga-se AB de um segmento 
BP igual ao raio. Exprimir, em função de R o seg¬ 
mento determinado por P e pela interseção de PC 
com o círculo de centro 0. 


(E.N.C. Dutra — 1951) 


3R V 5 

Resp. : - 

5 


% 26) D e um ponto P, fora de um círculo, traçam-se uma 
tangente PA, ao círculo, e uma secante. 0 segmento 
externo da secante mede 4 m e o interno é igual a 
PA. Calcule o comprimento de PA. 

(I.E. — 1952) Resp. : 6,46 dm 
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27) 


Uma tangente a um círculo e uma secante, partem 
do mesmo ponto; a tangente mede 4m e a secante 
8 metros. Calcular a parte externa da secante. 


(C. Naval — 1951) 


Resp .: 2 m 


28) De um ponto situado a 100 dm, do centro de um cír¬ 
culo de 6 m de raio, traça-se uma tangente a esse 
círculo. Qual 0 comprimento desta tangente? 


(C. Naval — 1952) 


Resp. : 8 m 




Num círculo de raio igual a 5 cm traça-se uma corda 
AB = 5 cm e outra BC = 6 cm. Calcular a corda AC. 


j' 9 ' 


Resp. : 9,2 cm 


30) O raio de um circulo mede 6m. Por um ponto P, 
distante 10 m do centro, traçam-se duas tangentes. 
Calcular o comprimento das tangentes, compreen¬ 
dido entre P e os pontos de contato; calcular, tam¬ 
bém, a corda que une os pontos de contato. 



Resp .: 8 m e 9,6 m 

De mn pont 0 de potência 64 em relação a uma cir¬ 
cunferência, traçou-se uma tangente à mesma cir¬ 
cunferência. Calcular o comprimento da tangente. 

Resp. : 8 

No meio de um segmento AB (de 12 cm) eleva-se 
uma perpendicular (de 2 cm) e faz-se passar uma 
circunferência pelas extremidades da perpendicular 
e do segmento. Calcular o raio da circunferência. 


C. Naval — 1952 


Resp. : 10 «r- 


33) Calcular a potência de um ponto em relação a uma 
circunferência de 6 cm de diâmetro, sendo 7 cm a 
distância do ponto ao centro. 


Resp. : 40 










34) De um ponto de potência 64 em relação a uma cir¬ 
cunferência traça-se uma tangente à mesma circun¬ 
ferência. Calcular o comprimento da tangente. 

Resp. : 8 

35) Calcular a distância de um ponto exterior ao centro 
de uma circunferência de 10 cm de diâmetro sabendo 
que a potência do mesmo ponto é igual a 24. 

Resp. : 7 cm 

36) Num círculo duas cordas se cortam. 0 produto dos 
segmentos de cada corda é 56 m 2 e a distância do 
ponto de interseção ao centro 13 m. Calcular o 
raio. 

Resp. : 15 m 

37) Demonstre o teorema; “Quando duas secantes se 
cortam fora do círculo, o produto dos dois segmen¬ 
tos de uma a partir do ponto de interseção é igual 
ao produto dos dois segmentos da outra”. 

U I.E. — 1955 

38) Demonstrar o teorema: Quando duas cordas se cor¬ 
tam no interior de um circulo, o produto dos dois 
segmentos de uma é igual ao produto dos dois seg¬ 
mentos da outra. 

E.N.C. Dutra — 1955 

39) Na figura, OP = 5 cm, OC = R = 3 cm, CP é tan¬ 
gente à circunferência, D é o ponto médio de CP e 
DE é perpendicular a OP. Calcule DE. 


C. Naval _ 1960 


Resp 


POLÍGONOS INSCRITÍVEIS E CIRCUNSCRITÍVEIS. 
TEOREMA FUNDAMENTAL; TEOREMA DE 
HIPARCO; TEOREMA DE PITOT. 


Polígono inscrito na circunferência é aquele que tem os 
vértices sôbre a circunferência. Seus lados são cordas do 
círculo. 

Polígono circunscrito à circunferência é aquele cujos lados 
são tangentes à circunferência. 

No primeiro caso a circunferência ê circunscrita ao polí¬ 
gono; no segundo caso a circunferência é inscrita no polí¬ 
gono. 

O triângulo, polígono de menor número de lados, pode 
sempre ser inscrito ou circunscrito em um circulo. 

Para que um quadrilátero convexo seja inscrilível : 
Teorema 1 

Em todo quadrilátero convexo inscrito, os ângulos apostos 
são suplementares. 


A 


Na figura 1 

ABCD — qjuadrilátero convexo inscrito no círculo O. 

A, B, C e D — vértices sôbre a circunferência. 

AB, BC, CD e AD — lados do polígono; cordas do circulo. 
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Relação 


^ ângulos ^ A + C = 180°; B + D = 180° 

Teorema 2 (Hiparco e Ptolomeu) 

Em todo quadrilátero inscrito o produto das diagonais 
é igual à soma dos produtos dos lados opostos. 



Na figura 2 

ABCD — quadrilátero convexo inscrito. 
AB, BC, CD e AD — lados. 

AC e BD — diagonais. 

Relação : 


m. n = ac -f- bd 


Teorema 3 


Do mesmo quadrilátero podemos escrever a relação: 


/C 

m ab ád 


n bc + ad 
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Teorema 4 (Pitot). i •- .. ‘ C 

Em todo quadrilátero circunscrito a soma de dois lados 
opostos é igual à soma dos outros dois. 



Na figura 3. 

ABCD — quadrilátero circunscrito ao círculo O. 

AB, BC, CD e AD — lados do quadrilátero, tangentes ao 
círculo. 

Relação: 

AB -f- DC = AD + BC. 
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EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


1) 0 quadrilátero ABCD está inscrito num círculo. Os 

ângulos A e B medem respectivamente 68° e 108°. 

Calcular os outros dois ângulos. 

A figura 1 e o teorema 1 dão: 

ângulos A + C = 180° e B + D = 180° 


então: 

68° + C = 180° e 108* + D = 180° e 
C = 112° e D = 72” 

2) Um trapézio isósceles está circunscrito a um círculo. 
As bases medem respectivamente 5 m e 10 m. Cal¬ 
cular o comprimento dos lados não paralelos. 

A figura 3 e o teorema 4 fornecem-nos a relação. 
AB + DC = AD + BC 


No caso do problema, o quadrilátero circunscrito é 
um trapézio isósceles, por isso os lados AD e BC 
são iguais. Então: 

5 ni -}- 10 m = 2AD = 2BC 
15 = 2AD = 2BC Então 
AD — BC = 7.5 m 


3) Calcular as bases de um trapézio isósceles circuns¬ 
crito a um círculo de diâmetro 6 cm, sabendo que 
a base média mede 6,5 cm. 
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A base média sendo 6,5 cm, quer dizer que 
AB + CD = 2 X 6,5 = 13 cm 
O teorema de Pitot diz que 

AB -f- CD = AD -f- BC ou 
13 cm = AD -f- BC. 

Como o traipézio é isósceles AD = BC 
Então: 

13 

AD = BC =-— 6,5 

2 

O triângulo retângulo ADH, dá: 

AD' = AH 2 + DH ! ou 
DH a = AD 2 — AH 2 ou 
DH’ = 6,5? — 6’ i= 6,25 
DH = 2,5 e DH = EC 

Mas 

AB + DC = AB + DH + HE + EC 
AB = HE então 
AB -f 2,5 4- AB + 2,5 = 13 











Conseqüentemente 

DC = 13 — 4 = 9 cm 

4) Exprimir o comprimento da corda da soma de dois 
arcos e a de sua diferença, em função das cordas 
desses arcos e do diâmetro do círculo. 



Na figura u e b são as duas cordas dadas; d, o diâ¬ 
metro; m a corda da soma. O teorema 2 permite- 
nos escrever: 

m.d = a.DC -f b.DB 

Os triângulos ADB e ADC são retângulos e nos dão; 

BD = V d 2 — a 3 e DC = V d 3 — b 2 
Teremos então; 

m.d = a V d’ — E 3 + b >/ d 2 — ã 2 e 

a V d* — b* -J- b \/ d a — íT 3 

m =-—•—— 

d 

c 



Na figura, a e b são as duas cordas dadas. 
d é o diâmetro e n a corda da diferença. 

O teorema 2 permite-nos escrever: 


nd -f bAD = aCD 


Os triângulos retângulos ABD e DCB nos dão: 
AD ,= \/ d 2 — a 2 e CD = V d* — b* 


Teremos então: 


n.d -(- b V d 2 — a 2 = a V d“ — b s e 

a \/ d i — b 2 — b \/ d' — a* 

n ,=- - ■—- 

d 


5) Achar a corda do dôbro de um arco, conhecendo a 
corda desse arco e o raio do círculo. 


No problema 4 (l. a parte), fazendo a = b, a corda 
m seria a corda do arco duplo e então teremos: 

2a V d* — a 

m ---- 

d 


Na figura são dados: raio = 5cm,; AB = 3cm e 
AB = 3 cm e BC = 6 cm. Calcular a corda AC. 

Completemos a figura: (figura b) 
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fig. b 

O teorema 2 permite escrever: 


AD X BC + AB X CD = AC X BD 

Na relação acima não conhecemos AD e CD, que 
calcularemos por meio dos triângulos retângulos 
BAD e BCD. 

Assim: 

triângulo ABD tx-iângulo BDC 

BD 2 = AB 2 + AD“ ou BD" = BC 2 + CD* 

10 2 = 3* + AD- 10 a = 6 2 + CD 2 

AD 2 =r 100 — 9 = 91 CD*=100 — 36= 64 

AD = y/9l = 9,5 cm CD - y/M = 8 

Substituindo-se agora os valôres de AD e CD na 
relação do teorema 2, vem: 



81 = 10 AC e AC =-= 8,1 

10 


7) Achar as diagonais de um quadrilátero inscrito, co¬ 
nhecendo os quatro lados. 

A figura 2 permitiu-nos escrever as relações: 

m.n = a.c bd (1) e 

Jü. = ab + Cd (2) 

n ad -f- bc 

Multiplicando-se as igualdades 1 e 2, vem: 

(ac + bd) (ab + cd) 

m 2 =-—-- 

ad -f bc 

Dividindo-se a igualdade (1) pela igualdade (2), 


(ac + bd) (ad -f bc) 

n 2 =- 

ab + cd 

que são os quadrados das diagonais procuradas. 

8) Dois lados opostos de um quadrlátero inscrito me¬ 
dem 7,5 m e 12 m. As diagonais 10 m e 12,5 m. Cal¬ 
cular os outros dois lados do quadrilátero. 

Os teoremas 2 e 3, permitem escrever: 

mn = ac + bd (1) e 
_m_ = _ab±c£ (2) 
n ad -f bc 

A primeira relação dá: 

12,5 X 10 = ac -f 7,5 X 12 ou 
ac = 125 — 90 = 35 






















A segunda relação dá: 


12,5 7,5 a 4- 12 c 


12 & -j- 7,5 c 
7,5 a 4- 12 c 


2 12 3 -j- 7,o c 

30 a + 18,75 c = 15 a + 24 c 


Um trapézio isósceles está circunscrito a um circulo 
de raio igual a 3 dm. Os ângulos adjacentes à base 
maior do trapézio medem 67°. A base menor tem 
1 dm. Calcular os lados não íparalelos e a base 


maior. 


O problema diz que os ângulos C e D valem 67°. Os 
triângulos ADE e BCF são retângulos AE = BF — 
= 2R = 2x3=fi dm. 

Como vimos em outra ocasião: 

AE AD sen D e 
6 — AD sen 67° ou 
6 = AD X 0,9205 e 
Ar , 6 

AD =-- 6,51 dm 

0,9205 

como o trapézio é isósceles 
A D = BC = 6,51 dm 

Podemos também escrever: 

DE — AD cos D ou 
DE = AD cos 67° 

DE = 6.51 X 0,3907 = 2,543 

Os triângulos ADE e BFC sendo iguais DE = FC 

Por outro lado EF = AB 

Então 

DC = DE -f AB + FC ou 

DC = DE + AB + DE ou 

DC = 2DE + AB ou 

DC = 2 X 2,543 + 4 = 5,096 -f 4 = 9,086 dm 



























10) Um círculo está inscrito num triângulo, cujos lados 
teem respectivamente , 10 cm, 16 cm e 18 cm. Cal¬ 
cular as distâncias dos vértices do triângulo aos 
pontos de contato. 



As tangentes traçadas de um ponto à uma circunfe¬ 
rência são iguais. Então: 

AE - AD; BE = BF e CD = CF 

Por outro lado 


AD + DC=10 (1) 

AE + EB = AD + EB = 16 (2) 

BF + FC=EB+DC = 18 (3) 

As equações (1), (2) e (3) formam um sistema, que 
resolvido dá: 4 cm, 6 cm e 12 cm, que são as respostas 
pedidas. 

11) Um quadrilátero inscrito tem para lados 2 cm; 
3,5 cm; 3.1 cm e 2,6 cm. Calcular o raio do circulo 
circunscrito ao quadrilátero. 
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A diagonal m decompõe o quadrilátero em dois tri¬ 
ângulos e o círculo circunscrito ao triângulo BCD 
será circunscrito ao quadrilátero. 

Calcularemos pois a diagonal m. Sabemos que: 


(ac -f- bd) (ab + cd) 
ad + bc 

(2 X3,1+3>5X2,6) (2x 3,5+ 3,1 x2,6) 
2 X 2,6 + 3,5 x 3,1 


230,418 

16,05 


14,3562 cm 2 


ui = v ra,oo 04 cm* = o,/o cm ou o,o < 
O raio do circulo, circunscrito ao triângulo é: 




ou 
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EXERCÍCIO S À RESOLVER 


1) O quadrilátero ABCD está inscrito num círculo. Os 
ângulos A e B medem 120° e 80° respectivamente. 
Calcular os ângulos C e D. 


Resp.: 60“ e 100° 

2) Um trapézio isósceles está circunscrito a um cír¬ 
culo. As bases medem respectivamente 4 m e 8 m. 
Calcular o comprimento dos lados não paralelos. 

Resp. : 6 m 

**) t-ni trapézio isósceles está circunscrito a um cír¬ 
culo. Um dos lados não paralelos mede 4 m e a base 
maior 5m, Calcular a base menor. 


Resp. : 3 m 

4) Calcular as bases di° isósceles circuns¬ 
crito a um círculo de «áb igual a \/~21 cm, sabendo 
que a base média vale 5 em. 


Resp. : 3 cm e 7 cm 

•>) Calcule a base menor de um trapézio isósceles de 
perímetro 10 cm, circunscrito a uma circunferência 
de 2 cm de diâmetro. 

C. Naval — 1960 Resp. : 1 C m 

<>) As cordas correspondentes a doi s arcos de um cír¬ 
culo de raio 5 m, valem 4 m e 6 m. Calcular os com¬ 
primentos das cordas do arco soma e do arco di¬ 
ferença. 


Sê 

I li ± 3Zs 
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Resp. : 8,66 m e 2,26 m 






















Os lados de um quadrilátero inscrito num circulo 
são: 


AB = 12 m; BC = 9 m; CD = 2,5 m e AD — 10.9 m 


Calcular as diagonais. 



Resp. : 12,04 m e 10,62 m 

Em um quadrilátero inscrito, tem-se os lados res¬ 
pectivamente iguais a 3m; 4m, 8m e 6m. Sabem 
do-se que uma das diagonais vale 8 m, calcular a 
outra. 


C. Naval — 1959 


Resp. : 6 m 


9) Dois lados opostos de um quadrilátero inscrito valem 
45 cm e 72 cm. As diagonais medem 60 cm e 75 cm. 
Calcular os outro» dois lados. 


Resp. : 21 cm e 60 cm 


* 


10) No problema 7, calcular o raio do círculo circuns¬ 
crito ao quadrilátero. 

Resp. : 7,5 m 

11) Calcular a corda da metade de um arco conhe¬ 
cendo a corda C deste arco e o raio do circulo. 



13) Na figura abaixo são dados: 

Raüot = 5 cm; AB='5cm; BC s= 6 cm. CnToular a 
corda AC. 
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C. Naval — 1959 


Resp. : 


3 V 6 


14) A corda de um arco de 21° num círculo de raio 8m, 
vale l^tfí. Calcular a corda de 63°, desse círculo. 

— 2, , f y,o Resp.: 

T 15) Um trapézio isósceles está circunscrito a um cir¬ 
culo de raio 6 dm. Os ângulos adjacentes à base 
maior do tr apézio medem -30?. A base menor tem 
8 dm. Calcular a base maior e os lados não pa- 
r a] elos. /*> 

Resp. : 14<ím e 12,34 dm 

/ 

16) Os lados de um triângulo medem respectivamente 
14 cm; 18 cm e 22 cm. Calcular as distâncias dos 
vértices do triângulo aos pontos de contacto dos 
lados com a circunferência do círculo inscrito. 


C. Naval 


Resp. : 5 cm; 9 cm e 13 cm 


OBSERVAÇÃO — O exercício 10 só deve ser feito depois do estudo 
das áreas. 
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POLÍGONOS REGULARES; PROPRIEDADES: 
ELEMENTOS DOS POLÍGONOS REGULARES 
SEMELHANÇA. FORMULÁRIO. 


Como já dissemos em outro local, jyolígono regular 
é aquele que tem todos os lados iguais e todos os ângulos 
também iguais. 

Da classificação dos polígonos, dada anteriormente, só 
estudaremos os polígonos convexos. 


Teorema 1 


Quando dividimos uma circunferência em n partes 
iguais e traçamos as cordas que ligam consecutivamente os 
pontos de divisão, formamos um polígono regular inscrito 
de n lados; se traçarmos pelos pontos de divisão tangentes 
à circunferência ficará formado um polígono regular cir¬ 
cunscrito de n lados. 


No caso du figura o polígono ABCDLF c inscrito no cír¬ 
culo de centro. O e o poligono GHIJKL, é circunscrito ao 
circulo de centro O. Ambos têm 6 lados; são portanto dois 
hexágonos. . r 

Recíproca 

Todo polígono regular é inseritivel c circunscritível. 

ELEMENTOS DOS POLÍGONOS REGELARES 

Centro de um poligono regular é o centro tia circunfe¬ 
rência circunscrita e também da inscrita, representado em 
O, na figura. 

Raio do polígono regular é o saio da circunferência cir¬ 
cunscrita ao polígono; na figura, OA. 

Ângulo cèntrico do polígono regular é o ângulo for¬ 
mado por dois raios traçados de dois vértices consecutivos; 
na figura o ângulo AOB, por exemplo. Tem para valôr o quo- 
360* 

ciente da divisão- 

n 

Sendo n o número de lados do polígono e 3CK)° o nú¬ 
mero de graus da circunferência. 

Apótema é o comprimento da perpendicular baixada 
do centro do polígono sôbre um dos lados (meio do lado); 
na figura, OP; ele é igual ao raio do círculo inscrito no mesmo 
polígono. 

'Teorema 2 

Dois polígonos regulares convexos do mesmo número 
de lados são semelhantes. 
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Teorema 3 

Oa perímetros de dois polígonos regulares do mesmo 
número de lados são proporcionais aos lados, aos raios ou 
aos apótemas desses polígonos. x 


Relação 


2p e 2p’ sendo os perímetros dos dois polígonos semelhantes. 

Depois do que ficou dito, concluímos que os polígonos 
de um mesmo número de lados, inscrito e circunscrito à um 
círculo são semelhantes. 


Na figura 3 

AB — lado do polígono inscrito (1) 


CD _ lado do polígono circunscrito do mesmo n.° de 

lados (L; semelhante) 

OP — raio do círculo circunscrito ao polígono de lado 
AB e inscrito ao polígono de lado CD. (R) 

AQ — apótema do polígono inscrito do lado AB (a) 

Relação 

L R 

I a 

Teorema í 

Dois polígonos semelhantes podem ser decompostos no 
mesmo número de triângulos semelhantes e semelhante¬ 
mente dispostos. 



Na figura 4 


Dois polígonos semelhantes decompostos em 3 triân¬ 
gulos cada um. 

Os triângulos 1 são semelhantes bem como os 2 c 3 c 
rslào semelhantemenfe dispostos. 
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__ FORMU LÁRIO 

Lado dos polígonos regulares ! Apotema dos polígonos 
_'____ regulares 

u /— ... rgN R 1 V~3 

a = KV 3 ou la = 2ry 3 ' a.i =- oi» «3 = —-- 

_ 2 v 

4 — RV 2 ou L — 2 r 


5 = — \/10 — 2V 

2 

5 cu 

3 = 2r \/5 — 2 V õ 


lo = R ou ( 1« = —— 

-■ 3 

r\^ 



s = RV 2 — V 2 01 

.1 

8 == 2r ( V 1 1 | 

JN 

R / ,— 

10 =--( V5 — 1 

2 ' 

) ou 


2 T~ 

0 = ta/ 25 


R V2 I 

a 4 =- ou a 4 =- 

2 2 

R / — v 

a s =- ^ v õ + 1 } ou 


RV3 , 1>/B^S 

ai; = -ou: a,; — —--/ 


II J _ 

a i> = - \/ 2 + y/ 2 ou 

^_ 2 _ 

as —- ( \/ 2 f 1 \ 


— A R / ~ZT 

10 V5 a 10 =-V10+2V5 ou 

4 


1 - ( V 6 - 'j ) .. = -I V + 2 \/ 5 


2r ( 2 -v. 


2 Rsen 


R — _ v 

aia =- V 6 + V 2 ) 

I ' ' 

|a, 2 = - ( 2 + V3 ) 


V 2R 2 - RV 4R 2 l„ a a„ 

2 RI 


V ^ vi" 2 
2 


a„ — R cos 


Nas fórmulas couslantes d'o quadro 

R é o raio do círculo circunscrito 
r é o raio do círculo inscrito 


l n e a„ representam 0 lado e o apotema de um, polígono qual¬ 
quer, l 2n é o lado de um polígono de número duplo de lados 
em funçfió do lado do polígono de n lados. 

Lei lados dòs polígonos circunscritors e inscrito no 
mesmo círculo, respectivamente. 

O lado do pentágono regular inscrito ( 1 5 ) é a hipote- 
nusa de um triângulo retângulo cujos catetos são o raio do 
circulo e o lado do decágono regular inscrito. 

0 lado do decágono regular inscrito é igual ao maior 
segmento do raio dividido em média e extrema razão. É 0 
segmento aureo do raio 



l,o = 0,618 R 


EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 


1) Qual o valor do ângulo cèntrico do octógono? 

... 360 

angulo cèntrico =- 

n 

angulo cenlrico —-c= 45 ° 

8 

2) Dois polígonos regulax-es conve x o s têm, respecti¬ 
vamente. n en + 1 lados. Determinar êsses polí¬ 
gonos, sabendo-se que a diferença entre os seus 
ângulos cêntricôs é d'e 12 °. 
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Podemos escrever 

360 360 

-— 12 ou 

n n 4 -1 

360 (u 4 - 1 ) — 360 n = I2n (u + 1) 

360 ii 4 - 360 — 360 u = 12»* 4 - 12n 

I2n 2 -f- 12n — 360 = 0 an 
n 2 -f- n — 30 = 0 

e resolvendo a equação: 

n t=> 5 e n4-l = 6 

Os polígonos são pois o pentágono e 0 hexágono. 

3 ) Calcular lado do triângulo equilátero circunscrito 
em um círculo de raio 30 cm. 

Temos (formulário) 

1 8 = 2 r x/3" ; então 

1 8 = 2 X 30 X 1.73 = 103,8 cm 

4) Calcular o apotema do decágono inscrito num cír¬ 
culo de 5 cm de raio. 

Temos: 


a,o = -5- x/lO 4 - 2 V 5 ; então 
4 

5 

a lu - X 3,8 = 4,75 

4 

5) Um quadrado tem 2m de perímetro Calcule seu 
apotema e sua diagonal. 
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Temos 


V 


I 


2p< = 41 4 = 2m 

I, = .Üü- = 0,5 n, 

4 

Mas 

I 4 0,5 

a 4 =-t=-= 0,25 m 

2 2 

Vimos anteriormente que: 

d 1 = 1 y/X então: 
d = 0,25 X 1,414 = 0,3535 m 

6) O diâmetro de um círculo vale \/ 2m. Calcular 
o perímetro do quadrado inscrito nesse circulo. 

O perímetro do quadrado é: 

2P4 =414 

Temos que calcular então, 1 4 Mas 


1 4 = R V 2 
O problema diz que 

2R = \/T" e R 
Então: 

V2 


2 


14 


x V 2 = 1 m 
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Assim sendo 


2p 4 = 41 4 = 4 X 1 m = 4 m 

7) A diagona] de um quadrado é igual ao apotema de 
um hexágono regular. Calcule a razão do lado do 
quadrado para o lado do hexágono. 

A diagonal de um quadrado é dada por; 

d 4 = I4 \/ 2 t-' 

0 problema diz que: 



. BV 3 RV 6 

'4 - - - 

2 sj2 4 

Sabemos também que: 
h = R 


razão pedida-será- 

1 « 


8) Sendo d a diagonal de um quadrado inscrito num 
círculo, calcule em função de d: o lado do triân 
guio equilátero o lado e 0 apotema do hexágono 
regular circunscrito a esse círculo. 

Para calcularmos o que foi pedido teremos que 
determinar o raio do circulo, no qual c quadrado 
inscrito tem para diagonal d. 

Teremos então: 

d = 1 4 V2 = R V"2 X V2 = 2R e 



É a esse circulo, de raio-, que se vai circuns- 

2 

crever o triângulo equilátero e o hexágono, cujos 
lados são expressos por: 


ls = 2r \ 7 3 e l u =-r V 3 

3 


em que r é o raio do círculo inscrito aos polígonos 
. d 

e que vimos ser-. Então 

2 

Is = 2 x —— v 3 = d V 3 e 
2 


. 2 d 

i« = — x — V 

3 2 


d V 3 
3 


O apotema do polígono circunscrito à um círculo 
é o raio do círculo inscrito ao poligono. Conse¬ 
quentemente 
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9) Um pentágono de 30 m de perímetro é decomposto 
por uma diagonal em um triângulo equilátero ® 
um quadrado. Calcule a distância dos centros dos 
círculos circunscritos a esses dois polígonos regu¬ 
lares. 



O perímetro do pentágono (não regular) sendo de 
30 m, cada lado valerá 6m do triângulo equilá’ 
tero ABC e do quadrado BCDE. 

Calculemos os raios dos círculos circunscritos aos 
dois polígonos. Teremos: 


1 3 = RV 3 e 1 4 = R V 2 


6 = RV 3 6 = RV 2 

6 V 3 _ 7 - 5 - 


R = 


= 2 V 3 


R» 6 X. — = 3 V 2 


J44 


A distância do« centros OO’ pode ser decomposta 
em OA + 0’A. 

Vê-se claramente que OA e 0’A são respectiva¬ 
mente os apotemas do quadrado e do triângulo 
equilátero. 

Calculemos então seu3 valores: 


R 

a 3 =- 

2 


2V 3 
a 3 =- 

2 


R’V 2 

a 4 =- 

2 


3V2XV2 

a 4 = - 

2 


a 3 1 =V 3 = 1,73 a 4 = 3 

Então: 

00’ = OA -f 0’A != 3 + 1,73 = 4,73 m 


10) Sendo h a altura de um triângulo equilátero, cal¬ 
cule, em função de h, a diagonal do quadrado iso- 
perímetro desse triângulo. 

Sabemos que 

v ls^3- 
n es- 

2 


Para sabermos o perímetro do triângulo temos que 
conhecer seu lado que será: 


2h\/ 3 

i 3 ■— - 

3 

Então 


2p a = 3 X 


2h V 3 

3 


= 2h V 3 


347 





















O quadrado isoperímetro tem o mesmo perímetro 
do triângulo; então 


2p 4 = 41 4 2h \/ 3 e 

2h a 7T~ h vHT 

141 -=- 

4 2 

A diagonal do quadrado é dada por: 


d = W 2 


Consequentemente 


h V 3 

2 


x V 2 = 


h \/ 6 
2 


11) Num semi círculo de 6 m de raio traçam-se duas 
cordas que representam os lados do quadrado e 
do hexágono regulares inscritos e que são para¬ 
lelos. Achar as distâncias que separa as duas 
cordas. 



Sejam AB e CD respectivamente as cordas re¬ 
presentativa", dos lados do hexágono e do qua¬ 
drado inscritos. A distância procurada é a repre¬ 
sentada na figura por cd. Mas 
cd = oc — od 
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que são respectivamente os apotemas do hexá¬ 
gono e do quadrado. É bastante, então, calculá-los. 
Temos 


RV 3 

oc = a 6 = - 

2 


6 V 3 - 

—- = 3 V 3 m 

2 


od' = a 4 


RV 2 _ 6 V 2 

2 2 


3V 2m 


cd c=r 3\/~3~— 3\/ 2 = 3X0,32 = 0,96 m 

12) A base de um triângulo isósceles tem 3 cm e o 
ângulo do vértice é 36°. Calcular q perímetro 
dêsse triângulo. 

O ângulo do vértice tendo 36° o seu valor é o do 
ângulo cêntrico do decágono, cujo lado, pelos 
dados do problema é 3 cm 

É bastante pois, calcular 0 raio do círculo onde 
está inscrito o decágono de lado 3 cm, para têrmos 
os lados do triângulo, cujo perímetro pretendemos 
calcular. 

Teremos então: 

lio = 0,618 R e 

3 = 0,618 R e R =---= 4,85 cm 

0,618 

O perímetro do triângulo será pois: 

2p = 4,85 cm + 4,85 cm + 3 cm = 12,70 cm 

13) Achar a razão entre os perímetros de dois triân¬ 
gulos, um inscrito e outro circunscrito à mesma 
circunferência. 
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O lado do triângulo inscrito no circulo é 

ls = RV“3~ 
o perímetro será 

2p = 3RV"3~ 

O lado do triângulo circunscrito ao mesmo circulo 
é 

l’g i= 2RV3 - 
e o perímetro 

2p’ = 6 Ra/T 

A razão entre os perímetros é: 

2p = 3RV~3~ = J_ 

2p’ 6R\/"3 2 

14) O lado de um octógono regular convexo inscrito 

num círculo mede Calcular o lado do 

octógono regular circunscrito no mesmo círculo. 

Temos a expressão: 



1 a 

No caso do problema temos ls ==; \/2 e iremos cal¬ 
cular o raio do circulo circunscrito ao octógono 
(R). bem com o seu apotema (a). 
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Temos 


1 8 = R\ *2 — V 2 ou 

/ / — ^ V~2~ 

V 2 = R\/2 — V 2 e R = - - 

\f 2 — VT~ 

Sabemos que: 

a 8 = —\j 2 + V 2 ou 
2 


a 8 = 



XV2+V2= 



V2xy^+'< / 2 

2y2—V2 


De posse desses valores façamos as substituições 
em 1: 


V 2 

L _ V2—V2~ _ V~2 2 y 7 2 —V~2~ _ 

y/2 V~2X V^2+y2 \/2—V2" V2 xV2+v5 

2^/2 — V 2 - 
2 

\/2 + V "2 
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Então 



15) A base de um triângulo isósceles mede 2m e o 
ângulo do vértice 45°. Calcular o perímetro desse 
triângulo. 

Se o ângulo do vértice mede 45° e o triângulo é 
isósceles porque o lado oposto ao dito ângulo 
pode ser considerado com o lado do octógono 
regular inscrito num cii’culo cujo raio são os 
lados iguais do triângulo isósceles. 

Calculemos então o raio do circulo no qual um 
octógono tem para lado 2m. 

Temos: 

1 8 = R\/ 2 — \f~2 ou 2 = R^/ 2 — V~2 e 



V2 - V 2 V 2 —1,4142 


9 2 

=-=-= 2,63 

V 0,5858 0,75 

O perímetro será pois 

2p = 2 X 2,63 + 2 — 5,26 + 2 = 7,26 m 

16) Ligam-se os meios dos lados de um triângulo equi¬ 
látero formando-se outro triângulo equilátero. A 
soma dos perímetros dos dois triângulos é igual a 
90 m. Calcule o raio do círculo em que pode ser 
inscrito o triângulo maior. 
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Os pontos D, E e F sendo os meios dos lados do 
triângulo as retas DE, DF e EF são paralelos aos 
lados BC, AC e AB respectivamente e valem a me¬ 
tade de BC, AC e AB. 

Se chamarmos de 1 os lados do triângulo grande o 

lado do pequeno será-. Os perímetros dos dois 

2 

valendo 90 m, teremos; 

90 = 31 H-— v 1 = 20 m 

2 

O lado do triângulo equilátero sendo 

1» = R\/~ 

o raio do circulo será: 





























17) Estabelecer a fórmula do lado do dodecágono re¬ 
gular inscrito num círculo de raio R. 

Como conhecemos o lado do hexágono, calculare¬ 
mos, com o auxilio da fórmula que dá o lado d'o 
polígono de 2n lados, a expressão do lado do dode- 
cágono. 

Sabemos que 


1.. = V 7 2R- — RV 4 R 2 — l n - 
que aplicada ao caso dá: 

1 12 ■= V 2 R 2 — Rv r > R 2 — lo 2 = 

— V'2R- — 1>\/ IR- — R- = V2R 2 — Pr y“3 = 

= RV 7 2- V3" = (V"6- ) 

18) Calcular o lado e o apotema do pentágono inscrito 
no círculo de raio 2 m, utilisando as relações trigo¬ 
nométricas. 

Temos as fórmulas 


180 

1„ = 2R sen —— 


180 

a n = R cos- 

n 


que no caso dão: 

180 180 

1; = 2 X 2 X sen - e a.-, — 2 X cos- 

fí 


1 5 = 4 sen 36° e a r , = 2 cos 3(5° 
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Nu tabela anexa das linhas trigonométricas de al¬ 
guns ângulos encontramos: 

sen 36° = 0,59 e cos 36° = 0,81 

Então 

1 8 = 4 X 0,59= 2,36 m e a a = 2 X 0,81 = 1,62 m 

19) Num círculo de centro O e de diâmetro 24 cm, 
traçam-se os raios OA e OB formando um ângulo 
de 60°. Determinar o raio do circulo que é tan 
gente interionnente ao circulo O e tangente aos 
raios OA e OB. 



O 


Na figura temos 

AOB — setor circular de 00° 

AB — lado do hexágono regular inscrito 
CD — lado do hexágono regular circunscrito ao 
mesmo circulo. 

Calculemos o seu valor. 

Vimos que 

L R 

I. ~~ a 
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No easo presente 

L 12 — 

. =- e L = 8V3 

12 V3 
2 

Por outro lado a figura CDO é um triângulo equi¬ 
látero (semelhante ao AOB, que é equilátero). O 
círculo inscrito no triângulo CDO é tangente a 
CD e consequentemente ao arco AB, como pede o 
problema 

O raio do circulo inscrito no triângulo equilátero, 
em função do lado é 




Então fazendo as substituições de / por seu valor 


8 V 3, vem: 

8 V~3 X V3 

6 


= 4 cm 



20) Em um circulo de raio igual a 5 m, calcular a 
corda de 135°, por meio das cordas de 45°, 60° e 30°. 








#/</ 


x - STy/Sj J ^ ^ -2 s 


A corda AB é o lado do octógono • tem pwa valor, 
no caso do problema 


AB = R\/2 — x/sT = 5 X 0,765 = 3,825 m 
A corda BC é o lado do hexágono e tem para valor 
BC = 5m 

A corda CD é o lado do dodecágono e tem para 
valor 


CD i!_ ( V6 — \/2 ) c=— X 1,03 = 2,575m 
® 2 

Conhecidas as cordas AB e BC, vimos como cal¬ 
cular a corda da soma dos arcos no caso AC. 

Teremos: 


AC = AB V4R 2 - BCH- BC V4R 2 — AB 2 
2R 


3,825 VI00 - 25 + V100 —14,630 


10 

3,825 X 8,65 + 5 X 9,24 

10 


7,9106 m 


Conhecemos assim a corda AC e também a corda 
CD; podemos então calcular a corda AD, qut é 
a corda da soma dos arcos AC e CD. 

Teremos então: 


AD - AÇV 4 ^ — CD a + CD y/W— AC 2 
2R 
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3 

MC = - X 1,236 = 1,854 

2 

Conhecido o lado do pentágono, calculemos o raio 
do circulo a ele circunscrito 

, R / ~ 

1* =- V10-2V5 ou 

2 

, o-, R 

1.854 —-X 2,55 e R = 1.58 m. 

2 

Calculemos agora o apotema do octógono. 


a s =-V 2 + V 2 ou 

2 

1,58 

a 8 =-X 1,84 — 1,58 X 0,92 = l,4536m 

2 


EXERCÍCIOS À RESOLVER 

1) Qual o ângulo cêntrico de um dodecágono? 

Resp. : 30° 

2) Qual o polígono regular cujo ângulo cêntrico é 40° 

Resp. : Eneágono 

3) A razão do ângulo centrai de um polígono regular 
para o ângulo interno é igual a 2 / a . Calcule o nú¬ 
mero de lados desse poligono. 

Reps. : 5 
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Dois polígonos regulares convexos teem respecti¬ 
vamente n e n + 2 lados. Determinar esses polí¬ 
gonos, sabendo-se que a diferença entre os seus ân¬ 
gulos cêntricos é de 15°. 

Resp. : hexágono e octógono 

Calcular o lado do triângulo equilátero circuns¬ 
crito em um circulo de raio 15 cm. 


C. Naval — 1963 


Resp.: 51,9 cm 


Um triângulo equilátero tem 9 m de perímetro e 
está inscrito num círculo de raio 1,732. Calcular o 
apotema e a altura do triângulo. 

V3 . 3 V"3 

Resp. : a 3 ==-e n =- 


7) O lado de um quadrado inscrito em um círculo é 
4,9 m. Calcular o lado do hexágono inscrito no 
mesmo círculo. 

Resp .: 3,5 m 

8) A altura de um triângulo equilátero é igual ao 
apotema de um quadrado. Calcule a razão do pe¬ 
rímetro do quadrado para o perímetro do triân¬ 
gulo. 

4 V"3 
Resp. : - 


Num círculo de raio R está inscrito um triângulo 
equilátero; em outro circulo de raio R' está ins¬ 
crito um hexágono. Estabelecer a razão de R 
para R', de modo que os dois poligonos tenham 
o mesmo perimetro. 


Resp. : 


2 V3 
3 


10) Num círculo de raio igual a \/3 metros estão ins- 
critos um triângulo equilátero e um quadrado. 
Qual o excesso do perimetro do quadrado sôbre 
o perímetro do triângulo? 

C. Naval — 1957 Resp.: 0,76m 

11) Em um círculo, a corda AB é o lado do qua¬ 
drado inscrito e BC é o lado do triângulo equi¬ 
látero inscrito. Calcule os ângulos internos do 
triângulo ABC, sabendo-se que o centro do cír¬ 
culo é interior a êste triângulo. 

C. Naval — 1958 Resp.: 60 o ; 75 o ; 45 o 

12) Num círculo estão inscritos um quadrado e um 
hexágono regular. A diagonal do quadrado mede 
4m. Calcular o perímetro do hexágono regular. 

E.N.C. Dutra — 1948 Resp.: 12m 

13) Num circulo está inscrito um triângulo equilátero 
de lado l=173m. Calcule o perímetro do decá- 
gono regular inscrito nesse círculo. 

I.E. — 1951 Resp.: 618 m 

' 14) Num círculo está inscrito um hexágono regular 
de 60 m de perímetro. Calcule a altura do triângu¬ 
lo equilátero inscrito no mesmo circulo. 

I.E. — 1951 Resp.: 15m 

4 

y*. 15) O apotema de um quadrado inscrito num círculo 

mede 5 y/2 metros. Calcular o lado do triângulo 
equilátero inscrito. 

C. Naval — 1951 Resp.: 17,32m 
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16) Qual deve ser o raio de um círculo se quizermos 
que o lado do quadrado inscrito tenha 25 dm a 
menos que o lado do triângulo equilátero inscrito 
no mesmo círculo. 

C. Naval — 1961 Resp.: 78,125 dm 

17) Num círculo estão inscritos um quadrado e um 
triângulo equilátero; num outro circulo está ins¬ 
crito um, hexágono regular. O lado do quadrado é 
igual ao apotema do hexágono e o lado deste mede 
5m. Calcular o lado do triângulo equilátero. 

Resp. : 5,28 m 

18) Um trapézio isósceles está inscrito num círculo 
de 5 cm de raio; uma base do trapézio é o lado 

do hexágono regular e a outra do triângulo equi¬ 
látero inscritos. Calcular a altura desse trapézio. 

Resp.: 1* sal: 6,83cm 

2. a sal: 1,83 cm 

19) Calcular o lado e o apotema do hexágono regular 
inscrito no triângulo equilátero de 6m de lado. 

Resp.: 2m e 1,73 cm 

20) O lado de um hexágono regular inscrito num cir¬ 
culo mede 6 cm. Calcular 0 perímetro do hexá¬ 
gono regular circunscrito ao mesmo círculo. 

Resp.: 24 V 3'cm 

21) A base de um triângulo isósceles mede 2m e o 
ângulo do vértice 30°. Calcular o perímetro desse 
triângulo. 

Resp. : 9,76 m 

22) De um ponto P, situado a uma distância igual a 
2R do centro de um circulo de raio R, partem 


duas tangentes PA e PB a esse círculo. Calcular as 
tangentes PA e PB, o ângulo A PR e a corda de 
contato AB. (Thire) 

(Thire) H ksp. : PA = PB = R V 3 

ângulo APR —. 60° 

AR=RV3 

23) O ângulo ABC mede 105° e está inscrito num cíjt 
culo. O arco BC tem 90 graus e o raio do circulo 
6 cm. Calcular a corda do arco AB. 

Resp. : 6 cm 

24) Um quadrilátei - o ABCD está inscrito num círculo 
de raio 4cm. Os arcos AB, BC e CD teem res¬ 
pectivamente 30°, 60° e 90°. Calcular o perímetro 
do quadrilátero. 

Resp. : 19,7 

23) Num círculo está inscrito um ângulo de 90°. As 
cordas que formam os lados do ângulo são iguais e 
valem 2cm. Calcular o raio do círculo. 

Resp.: 1,414 cm 

26) O lado de um polígono regular insciãto num cír¬ 
culo de raio igual a 10m vale 12m. Calcular o 
lado do polígono circunscrito semelhante. 

Resp .: 15 m 

27) O lado do decágono regular inscrito em um cír¬ 
culo mede 6 ^ — 1 ) cm. Calcule o lado do 

decágono regular circunscrito no mesmo círculo. 

C. Naval — 1960 Resp.: 7,84cm 

28) Num círculo de raio 3 cm, traça-se uma corda AR 
igual ao lado do triângulo equilátero inscrito e no 
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maior segmento circular determinado por esta 
corda traçam-se as cordas AC e BD iguais ao lado 
do quadrado inscrito. Calcular o perimetro do 
quadrilátero ABCD. 


Resp. : 16,65 cm 

29) A soma dos perímetros dos quadrados inscrito e 

circunscrito a um círculo é igual a 24 V2T Cal¬ 
cule o raio desse círculo. 

Resp.: 0,25 

30) Estabelecer a fórmula do lado do dodecágono re¬ 
gular circunscrito a um círculo de raio R. 

Resp. : L 12 = 2R ^2 — V 3 ) 

31) Calcular o lado e o apotema do pentadecágono 
inscrito num círculo de raio 4 dm. , c 

Resp.: J^õtTdm e 3,91 dm 

32) Qual o comprimento do lado do decágono regular 
' inscrito num círculo de raio igual a (V5 +1 ) 

metros? 


C. Naval — 1957 Resp.: 2 metros 

33) Numa circunferência de raio 5 m, dar o valor do 
lado do dodecágono regular convexo nele inscrito. 

E.N.C. Dutra — 1949 Resp.: 2,56m 

%■ 

34) Calcular o lado e o apotema do polígono de 18 
lados inscrito num círculo de raio 6,3 m 

Resp.: 2,18m e 6,2m 

35) O apotema de um pentadecágono mede 3,92 m 
Calcular o lado e o raio do mesmo polígono. 

Resp.: 1,66m e 4m 
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36) Calcular os lados de um triângulo retângulo isós- 
celes isoperímetro do quadrado inscrito num cir¬ 
culo, cujo diâmetro mede 4 cm. 

Resp. : 3,3 cm e 4,7 cm 

37) Um trapézio está inscrito num circulo de raio 
10cm. Uma de suas diagonais forma com a base 
um ângulo de 45° e com um dos lados não para¬ 
lelos um ângulo de 30 graus. Calcular os lados e a 
altura do trapézio. 

Resp.: 17,32 m; 10 cm; 14,14 cm 
14,14 cm e 19,32 cm 

38) Num circulo de raio 2m, a altura relativa à hipo¬ 
tenusa de um triângulo retângulo inscrito deter¬ 
mina sôbre essa hipotenusa um segmento igual ao 
apotema do triângulo equilátero inscrito no mes¬ 
mo circulo. Calcule o perimetro desse triângulo. 

I.E. — 1955 Resp.: 9,47 m 


39) Num circulo de diâmetro AC = 6 cm de centro O 
e raio AO, AB é o lado do hexágono inscrito no 
referido circulo. Determine o valor da projeção 
da corda AB sôbre o diâmetro AC. 


E.P.C.Ar — 1963 

^ 40) Na figura AB é o lado 

do triângulo equilátero 
inscrito no círculo de 
raio 3. AD e EB são la¬ 
dos de quadrados ins¬ 
critos nesse circulo. 
Calcule a corda 
ED = x. 

C. Naval — 1958 

Resp.: 3m 


Resp. : 1,5 cm 



_ /2o°— */3 q % 6o " 

4 =3. 
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41) Uni hexágono regular ABCDEF está inscrito em 
um círculo. Prolongam-se nos dois sentidos, os 
lados AB, CD e EF que se vão cortar nos pon¬ 
tos M, N e P. Demonstre que o triângulo MNP 
é equilátero. 

I.E. — 1951 

42) Seja ABC um triângulo equilátero inscrito num 
círculo de raio R. Liga-se o ponto médio D do arco 
AC ao ponto médio II do lado BC. Você vai cal¬ 
cular DH em função de R. 


E.P.C.Ar —1963 


Rksp.: 


2 


MEDIDA DA CIRCUNFERÊNCIA 


Retificar uma circunferência é determinar um segmento 
de reta de comprimento igual ao da circunferência dada. 

Comprimento de uma circunferência (C) é o limite para 
que tendem os perímetros dos polígonos nela inscritos, quan¬ 
do o número de lados duplica indefinidamente. 

Teorema fundamental 

A razão entre o comprimento de uma circunferência qual¬ 
quer e o diâmetro é constante. 

Relação 

C 

— = TT (Pi). «li 

2R 

C (comprimento da circunferência) = 2fl-R. 
como 2R = D (diâmetro), também podemos escrever 
C — Tj- D. 

O valor de ^ não pode ser obtido exatamente; é um nú¬ 
mero incomensurável. Foi Arquimedes quem determinou, pela 
primeira vez, o valor de 7T . Seu valor já foi obtido com cerca 
de 700 casas decimais. Normalmente adotamos para valor 
de TT, 3, 1416. 
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COMPRIMENTO DOS ARCOS DE CIRCULO 

Uma regra de três, simples, nos permite calcular o com¬ 
primento de um arco de n graus partindo-se do compri¬ 
mento da circunferência. 

I_ 77-Ru 

180 


Na qual: 


1 •— comprimento do arco retificado 

n — número de graus do arco 

R — raio do círculo ao qual pertence o arco 


No caso do arco ser expesso em graus minutos e segundos, 
embora a fórmula anterior seja geral, podemos empregar: 




7 T 


R 


180 


^ n° 


n 


00 


n’ 


3600 


) 


Na qual n, n' e n” exprimem os graus, minutos e segun¬ 
dos do arco, respectivamente. 

Radiano — O ângulo central que intercepta um arco igual 
ao raio, tem um valor constante, qualquer que seja o raio 
do circulo, e é denominado radiano, cujo símbolo è rd. 

É mais uma medida de ângulo. Conclue-se fàcilmente que 
a circunferência, que vimos ter 360° ou 400 gr., tem 2 ^ ra- 
dianos. É fácil, portanto, transformar-se graus em radianos 
ou grados em radianos e vice-versa, como faremos oportu- 
namenle. 

EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 

1) Calcular o comprimento de uma circunferência 
cujo raio mede 4m. 

A expressão que dá o comprimento de uma cir¬ 
cunferência sendo C = 2 ^ R, vem depois de subs¬ 
tituir R e 7 T pelos seus valôres. 

C = 2 X 3,1416 x 4 = 25,1328 m 
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2) O raio de uma pista circular é 100 m. Um ciclista 
que deu 500 voltas na pista, quantos metros 
andou? 

Em cada volta o ciclista andou 

C = 2 ír RouC=2 X 3,1416 X 100 = 628,32m 
como deu 500 voltas, percorreu 
628,32 X 500 = 314160 m 

3) Calcular o comprimento de uma circunferência, 
na qual foi inscrito um hexágono de 3 cm de lado. 

O comprimento da circunferência sendo obtido 
através da fórmula 

C = 2 „ R 

verifica-se que para calculá-lo torna-se necessário 
conhecer R. 

O problema diz que o hexágono sendo inscrito 
tem 3 cm de lado e como 

I* = R 
Segue-se que 
R = 3 cm 
Isto posto 

C = 2 X n X 3 = 18,8496 

I) O comprimento de uma circunferência é 18,84. 
Qual o polígono regular inscrito, cujo apotema 
mede 2,121. 

A fórmula geral dos apotemas é 


n„ = — V 4R* — V- 

2 


369 













n 






a n — 2,121; o perímetro da circunferência sendo 
18,84 ficamos sabendo o raio do círculo 

18,84 

R =-’-= 3 

G,28 

Substituindo na fórmula dos apotemas a n por 
2,121 e R por 3, vem: 

2,121 =-V 4 X 3* — 1„- ou 


4,242 = V 36 — l n - ou 
(4,242) 2 = 36 — 1„ 2 c 

1„- = 18 e l n = 3 \rr 

Observando-se esse resultado 3 \/2, vemos que 
o coeficiente do radical é o raio do circulo e po¬ 
deremos generalizar escrevendo 

ln =RV^ 

Concluímos então ser l n o valor de 1 4 , islo é, lado 
do quadrado. 

5) Calcular o comprimento de um arco de 15° num 
círculo de raio 3 cm. 

A fórmula que dá o comprimento de um arco 
vimos ser: 



180 


fazendo as substituições, vem: 


3,1416 X 3 X 15 
180 


0,7851 cm 
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6) Calcular o comprimento de um arco de 
20° 36’ 40”, num círculo de raio 10 cm. 

Vimos que a fórmula 

i 7T R / „ , n’ n” \ 

1-( n +-1-I 

180 V 60 3600 / 


evita a necessidade de transformar o arco dado 
em graus, minutos e segundos em fração do grau, 
para que a fórmula anterior fosse aplicada. 
Fazendo as substituições vem: 

36 40 \ 

—- +-) o u 

60 3600 ' 


1 = 


77 X 10 
180 


(20 + 


1 = 3,595 cm 


7) Calcular o raio de um círculo em que um arco de 
10° mede 1,44 cm. 

Da fórmula que nos dá o comprimento de um 
arco, tiramos 


77 n 

que depois das substituições dá 
R = 8,25 cm 

8) Calcular o número de graus de um arco cujo com¬ 
primento é 3,6 cm num círculo de raio 10 cm. 

Da fórmula que dá o comprimento de um arco, 
tiramos: 

1801 

n =- 

77 14 

que depois das substituições dá: 
n = 20° 38’ 13” 
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9) Num círculo de centro 0 e raio 10 cm está ins¬ 
crito um triângulo ABC, equilátero. Os arcos AOB, 
AOC e BOC formam uma rosacea. Calcular 
o perímetro da rosacea. 



A figura nos mostra que o perímetro da rosacea é 
a soma dos três arcos AOB, AOC e BOC de 120° 
cada um e de raio 10 cm. Calculado o compri¬ 
mento de um é bastante multiplar o resultado por 
3 para termos o perímetro pedido. 

Assim 


i t Ü * 1 
180 


ou 


] = 


3,1416 X 10 X 120 
180 


20,94 1 


O perímetro, como vimos é 

2p = 31 ou 2p = 62,832 cm 

10) Achar a medida em radianos do arco de 15° 
Vimos no inicio do capítulo o que é o radiano, 
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Então 


360° corresponde 2 » rd 
15 o - x 


x 


2 7t X 15 _ ir 

360 ~ 12 


radianos 


11) Quantos graus tem 1 radiano? 

360 - 2 ir 

x -— 1 


360 

x =- 

2 TT 



ir 


17’ 44”,3 


12) Calcular a medida em grados do arco de 0,4 rd. 
Sabemos que 


400 gr corresponde 2 rd 
x-0,4 rd 


400 x 0,4 


= 25,47 gr. 


1 v 


13) Determine a medida em radianos do arco de 
11° 15' 

Temos 


360° - 2 n rd ou 

180°- tt rd ou 

180° = 10800’ - n rd 

11° 15’= 675'-x 


675 X 7 r _ 1 
10800 ~ 16 
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EXERCÍCIOS À RESOLVER 


1) Calcular u comprimento de uma circunferência 
de raio igual a 50 cm. 

Resp.: 314,10 cm 

2) Calcule o comprimento de uma circunferência de 
5m de diâmetro. 

E.P. Cadetes — 1052 Resp.: 15,7 m 

3) Uma circunferência tem 31,410 m de compri¬ 
mento. Quanto mede o raio. 

Resp. : 5 m 

4) Uma pista circular tem 628,32 m. Quantas voltas 
nessa pista deve dar um automóvel para per- 
correr 314,16 km? 

Resp.: 500 voltas 

5 7 Uma pista tem 20 m de raio. Determinar o nú¬ 
mero de voltas que deve dar um automóvel para 
percorrer 6280 m. 

C. Naval — 1951 Resp.: 50 voltas 

6) Calcular o comprimento de uma circunferência, 
na qual foi inscrito um triângulo equilátero de 
30m de perímetro. 

Resp. : 36,2541 m 

7) O lado de um triângulo equilátero inscrito num 
círculo, mede 5 \/3 metros. Calcular o compri¬ 
mento da circunferência do círculo. 

C. Naval — 1951 Resp. : 31,4m 
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8) O apotema de um quadrado é \/2 metros. Cal¬ 
cular o comprimento da circunferência onde ele 
pode ser inscrito. 

Resp.: 12,57 m 

9) O comprimento de uma circunferência c 62,8 m. 
Qual o poligono regular inscrito, cujo apotema 
mede 5m. 

Resp.: Triângulo 

10) O lado de um quadrado inscrito em um círculo 
mede 3 metros. Calcule o comprimento da 
circunferência. 

E.N.C. Dutra — 1955 Resp.: 18,85 


11 ) 


3W-3ÍÍ/L 

SíTfR-si) 


Duas circunferências concêntricas formam uma 
coroa de 10cm de largura. Calcule a diferença 
entre os comprimentos das duas circunferências. 

E.N.C. Dutra — 1955 Resp. : 62,8 cm 


12) Achar a razão entre o comprimento da circunfe¬ 
rência e o perímetro do triângulo equilátero 
inscrito. 


Resp. : 


2 7T \/ 3 
9 


13) Calcular o comprimento de um arco de 25° num 
circulo de raio 6 cm. 

Resp.: 2,618 cm 

14) Calcular o comprimento de um arco de 28° 36' 40” 
num círculo de 5 dm de raio. 

Resp.: 2,497 dm 
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15 Calcular o raio de um círculo em que um arco de 
15° 20’ mede 10 m. 

Resp. : 3,9 m 

16) Calcular o número de graus de um arco cujo com¬ 
primento é igual ao triplo do raio 

Resp.: 171° 58’ 28”,28 


17) 


fM' 

* 


18) 


•í 

tvW 


Num circulo de 3 m de raio, um arco mede 1,5 m. 
Quanto med»e, em graus, o ângulo central que 
subtende o arco considerado? 

C. Naval —1958 Resp.: 28 o 39' 44”,71 


Num círculo de raio 6 dm está inscrito um hexá¬ 
gono regular. Dos vértices do hexágono como 
centro e raio igual ao do círculo, descre¬ 
vem-se para o interior do hexágono arcos de 
círculo. Determinar o perímetro da figura assim 
formada. * +» J? , ?* 




Resp.: . 7 , 536 me lros 
/7~ ak 7S^ 3 9 *— x 

Cada vértice de um triângulo equilátero de 3 m 
de lado é tomado para centro de um círculo de 
raio igual ao lado. Os arcos assim descritos formam 
um triângulo curvilíneo. Calcular o perímetro 
desse triângulo. 

Resp.: 9,4248 m 


20) Um triângulo equilátero tem para lado 2 metros. 
De cada um dos vértices como centro, e com 1 m 
de raio, descreve-se um circulo Tem-se assim fres 
círculos iguais e tangentes dois a dois. Pede-se o 
perímetro da figura formada pelos tres arcos com¬ 
preendidos entre os lados do triângulo. 


Resp.: 3,1416 m 


376 


21) Exprimir em radianos o arco de 150°. 

Resp. : ^ - 77 radianos 

6 

22) Transformar em radianos o arco de 123° 45’. 

11 

Resp .: - i T radianos 

16 

3 

23) Transformar em graus o arco de- tt radianos. 

5 

Resp. : 108° 

24) Transformar em graus o arco de 0,58 rd. 

Resp.: 104° 24’ 

25) Transformar 25,46 gr em radianos. 

Resp.: 0,4 rd. 

2 

26) Transformar em grados- tt radianos. 

5 

Resp .: 80 gr. 
r 
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MEDIÇÃO DOS ARCOS DAS PRINCIPAIS FIGURAS 
PLANAS. FORMULÁRIO 


Área é a medida de uma superfície. Duas figuras con¬ 
gruentes (iguais por superposição) teem a mesma área. Duas 
figura-, quaisquer que têm a mesma área são ditas equi¬ 
valentes . 


Teorema 1 

As áreas de dois retângulos que teem uma dimensão igual, 
são proporcionais às dimensões desiguais. 

Teorema 2 

As áreas de dois retângulos quaisquer são proporcionais 
aos produtos dos números que exprimem as medidas de suas 
dimensões. 


Relação entre as áreas de polígonos semelhantes 
Teorema 

4s áreas de dois polígonos semelhantes são proporcionais 
aos quadrados de duas linhas homólogas quaisquer. 


Na figura temos dois polígonos semelhantes. 


Relação: 

S _ AB 3 _ BC 2 
S’ A’B' 2 B’C’ 2 

Teorema de Pitdgoras 

O quadrado construído sobre a hipotenusa de um triângulo 
retângulo é equivalente à soma dos quadrados construídos 
sobre os catetos. 



Fia. 2 

Na figura 2 temos: 

ABC — triângulo retângulo 

S, Si e S* quadrados construídos sobre os hipotenusas e 
catetos do triângulo ABC. 

Relação : 

Si = S t + S2 
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Teorema das lúnulas 


Construindo-se --obre os lados de um triângulo íetàngulo, 
tomados como diâmetro semi-circunferências, a área do 
triângulo dado é igual à soma das áreas das figuras curví- 
lineas P e Q, denominadas lúnulas de Hipócrates. 



ABC - triângulo retângulo 

Superfícies curnilineas tracejadas — lúnulas de Hi- 
pócrates 


ABC 


= S„ + S„ 


FORMULÁRIO 


Figuras planas 

Arcas 

Triângulo qualquer 

b X h basexaltura 

S — — -—- 

2 2 

(função dos lados) 

S = v P (p—a) (p—b) (p—c) 

Triângulo qualquer 

S = pr 

Triângulo qualquer 

s _ ab c 

4R 


380 


FORMULÁRIO 


Figuras planas 


Ac&e /)££/}$ 


Triângulo retângulo 


Triângulo isósceles 


bc 

ou S =- 

2 

'4b 2 — a 2 


Triângulo isósceles 


ou S = R b V r R^ 


Triângulo equilátero 


c P-v/B c h*x73 

S — A - OU S=— Õ 0U 

4 O 

i 

S = 3r\/3 ou S= —R 2 \/3 ou 
4 


Paralelopamo 

Retângulo 


S =bh 
S = bh 


Losango 


Quadrado 


S = P ou S = 


Trapézio 


S — 2R 2 ou S = 4r 2 

o B + b 

S =-X h ou 

2 


) 















Trapézio 

Quadrilátero inscrito 
Pentágono 


Hexágono 

Octógono 


B + b 

S = mh m —- 

2 


S — >/(p—a) (p—b) (p—c) (p—d) 

p 7 — 

S =-V 25 -f 10. V 5 ou 

4 

S = -1- R 2 y/io -f 2 \71Í ou 

8 

S = 5 r 2 \/ 5 — 2 n/!T 

1 3 — 

iS =-P V 3 ou 

2 

3 _ 

Is :=-— R 2 \/3 OU 

2 

iS = 2r 2 \/3 

js = 21* f V 2 + 1 ) ou 


|S == 2R 2 V 2 ou 
S = 8i -2 (v^-l) 
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FORMUARIO 


r 


Figuras planas 


Arcos 


Decágono 


— I 2 V 5 + 2 V 5 ou 
2 


= ~R 2 v 10 — 2 Ví 


V 5 ou 


= 2r 2 \/25 — 10 V5 


Dodecágono 

S = 3P ( 2 + >/3 ) ou 

S = 3R 2 ou 

S = 12 r 2 ( 2 — V"3 ) 

Polígono convexo qualquer 


(regular) 

S —p a 

Círculo 

S = 7 J- R 2 ou 

D 2 

S — 7 T 

4 

Setor 

_ ar 

S —-ou 

2 

7r R 2 n 

S = - 

360 

r / 7T R« li \ 

Segmento 

S— ( ) °u 


2 v 180 2 / 
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Figuras planas. 

Arcos 

Segmento 

R / , \ 

s ~ 2 ( l h ) 

Trapézio circular 

S = * D ( R 2 R’ 2 ^ ou 
360 v ' 

i + r 

S = ^ X h 

2 

Caroa 

S = tt ( R 2 — R’ 2 ) 

s =77 h 2 

„ c + c* 

S = ——-X 1 

2 


No formulário 
S — área 

a, b, c — lados do triângulo 
p — semi perímetro do triângulo 
h — altura, em geral 
r — raio do círculo inscrito 
R — raio do círculo circunscrito 
m — base média (trapézio) 

R R e R raios dos circulo s circunscritos. 

A B C 

d e d’ — diagonais (losango) 

1 — lado do polígono regular 
n — número de graus do arco 
D — diâmetro 
a — apotema 

1 e h — comprimento do arco retificado e metade da corda 
do arco duplo (segmento circular) 

C, C' — circunferências 
1 — largura da coroa (coroa circular) 
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EXERCÍCIOS RESOLVIDOS 




D 


Qual a área de um quadrado cuja diagonal mede 8 m? 
0 formulário nos dá: 


S 4 = 1 4 2 

Precisamos então achar o lado do quadrado. 
Por outro lado vimos que 


d 4 — 1 4 V 2 

e como temos o valor de d 4 vem: 


8 = 1 4 V 2 e 1 4 = . 


8 


8V2 


Assim sendo 

s 4 = ( 4 V2 y = 


V 2 


32 m 2 


4 V2 


Poderíamos também empregar a fórmula 

d 2 8 2 

S =- e S = —— i= 32 m a 

2 2 



A área de um paralelogramo é 80 m 2 . Quais as di¬ 
mensões desse paralelogramo (base e altura) se a 
diferença entre elas é de 2m. 

A área de um paralelogramo é 


S = b X li 


Temos então; 

80 = b X h 
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Por oulro lado 

k _ h = 2 (diz o problema) 

Então 

80=bX(b — 2) ou b a 2b 80 = 0 e 
b = 10m, li = b — 2c= 8m 

3) Calcular a área de um retângulo cujo perímetro vale 
84 cm e a diagonal 30 m. 

A área de um retângulo é 

S = b X b 

O perímetro do retângulo é 
2b + 2h = 84 ou 


b 

O triângulo BCD é retângulo e por isso 
d 2 = b 2 + h 2 

Fazendo as substituições, vem: 

30 2 = b 2 + (42- b) 2 ou b 2 - 42b + 432 = 0 
b = 24 cm e h = 18 cm 

A área será pois 

S = 24 X 18 = 432 cm * 


I) Uni triângulo tem 48 cm 2 de área. Calcular a base e a 

* 8 

alturu sabendo que elas estão entre si na razão de-. 

3 

S*b einos que a área do triângulo é 
„ b X h 

e no caso 


48 = — — h ou bh = 96 (1) 


Por outro lado 
b 


8 


( 2 ) 


h 3 

As equações (1) e (2) dão: 

b = 16cm e h = 6cm 

-1 Calcular a área de um triângulo equilátero cuio pe¬ 
rímetro é 36 m. 

A área de um triângulo equilátero é: 

S = P 


Sendo o perímetro 36 m, cada, lado terá 12 m e a 
área será: 

_ 12= X V3~ 

S =---= 62,28 m 2 


td Calcular a área de um losango sabendo que a maior 

3 

diagonal vale 8m e a menor é-da maior. 
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A menor diagonal será 


di = 8 X-= 3 m 

8 

A área de um losango é 
d X di 


e para o caso do problema 
8X3 

S =--— = 12 m 2 


7) A área de um trapézio é de 30cm 2 . Calcular as duas 
bases sabendo-se que a diferença entre elas é de 2 cm 
e a altura 3 cm. 

A área de um trapézio é 
B + b 

S =- X h 

2 

Sendo B e b as bases elia altura. Então; 

B + b , 

30 =-X b ou B + b = 20 como 

2 

B — b = 2 segue-se que B = llcm e b - 9cm 

8) Calcular a área de um triângulo inscrito num circulo 
de raio igual 8,125 m, sabendo-se que seus lados me¬ 
dem 13 m, 14 m e 15 m. 

Sabemos que 
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Elltào: 

13 X 14 X 15 

S = —-- 34 m* 

4 X 8,125 

0) Calcular a área de um triângulo cujo s lados são 13 m, 
14 m e 15m, circunscrito a um círculo de raio igual a 
4 m. 

Sabemos que 


S = p X r 


Então 


0 13 + 14 + 15 

S =-- X 4 = 84 m 2 

2 

10) Os lados de um triângulo medem 13m. Mm e 15m. 
Calcular a área do triângulo. 

Sabemos que 


S =VP (P — a) (p — a) (p — c) 
Substituindo p por 21 m, vem: 


S = V 21 X (21 — 13) (21 — 14) (21 — 15) = 84 m 2 

II) Calcular a área de um octógono inscrito num cír¬ 
culo de raio igual a 3m. 

A área do octógono em função do raio do círculo 
circunscrito é; 


S = 2R 2 V2, então 

S = 2 X 3 2 V~2= 18 X 1,41 = 25,38 m 2 
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12) Calcular a área de um círculo cuja circunferência 
mede 18,84|m. 

A área de um círculo é: 

S =7rR 2 

Precisamos obter o raio, para calcular a área. 
Como temos o perímetro da circunferência. 

C = 2 tt R ou 
18,84 = 2 7 ,- R ou 

18,84 9,42 


A área procurada será pois: 


I — tt X ^ 


88,736-1 

3,1416 


= 28,24 m» 


13) Qual a área de um setor circular de 3m, de raio. 
A área do setor circular é 


Depois das substituições, vem 
3,14 X 9 X 40 

S =-= 3,14 m 2 

360 
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14) Calcular a área de um setor de 22° 30’ num círculo 
de 28 m de raio. 

Vimos que a área do setor circular é: 


No caso teremos: 


tt X 784 X 60 


= 153,86 m 2 


15) Calcular a área dc um segmento circular de 60° num 
círculo de 4m de raio. 

A área do segmento circulai é: 

„ R(l-h) 


Cerno 


vem: 


tt X 4 X 60 


li é a metade da corda do arco duplo. O arco duplo 
tem 2 X 60° = 120° e sua corda é o latTo do triângulo 
equilátero inscrito no círculo. Então 


R V3 4V3 


3,5 (aprox.) 
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Então a área do segmento será: 


4 (4,2 - 3,5) 
2 


1,4 m 2 


Calcular a área de uma coroa circular compreendida 
entre dois circulos cujos raios são 13 cm e 9 cm. 

A área da coroa sendo 


S = tt (R 2 — r 2 ), vem: 

S = 77 - (169 — 81) — 276,32 cm 2 

Calcular a área de uma coroa compreendida entre 
dois circulos, dos quais o maior tem uma corda de 
6 cm, tangente à menor. 

A área da coroa também pode ser 

S '= 7T t 2 

na qual t é a metade da corda da maior circunferência 
tangente à menor; então 

S = tt X ( —-) = 2826 cm 2 

Calcular a área do quadrado inscrito em, um triân¬ 
gulo isósceles de 6 cm de base e 0,16 m de perímetro. 
E.N.C. Dutra. — 1951 




19) 


Na figura temos o triângulo isósceles ABC e o qua¬ 
drado DEFG, inscrito no triângulo. 

0 triângulo ABC tendo para base 6 cm e para períme¬ 
tro 16 cm, os lados iguais valem 16cm — 6cm = lQcm 

A altura AH do triângulo será: 

AH = V25—!T= 4 cm 

Os triângulos ABC e ADE sendo semelhantes dão : 


BC _ AH 
DE AM 

Acontece que DE = MH = AH — AM; então 

AM — AH — DE e leremos: 

BC AH 

-—--- ou 

DE AH —DE 

6 4 

DE 4 —DE 

24 — 6 DE = 4 DE e DE = 2,4 cm 
S-ndo o lado do quadrada 2.4cm, sua área será 
S = 2,4 2 = 5,76 cm 2 


As bases de um trapézio isósceles medem, respe c ti- 
vamente 8m e 20 m, e a altura 6m, Calcule a área do 
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triângulo formado pela base menor e os prolongamen 
tos dos lados não paralelos 
I.E. —1951 


Na figura temos o trapézio ABCD, isósceles e o triân¬ 
gulo MDC obtido com o prolongamento dos lados não 
paralelos. Os triângulos MDC e MAB são semelhantes 
e nos permitem escrever: 


A área do triângulo MAB, será 


Calcular a área do trapézio retângulo circunscrito a 
um círculo cujo raio é Vb do lado oblícuo às bases, sa¬ 


/ 

/ 

/ 

/ 

A / 

\ 

\ 

\ E> 


1 \ 


bendo-se que a maior diagonal desse trape/uo mede 
5 V13 cm. 

C. Naval —1960 

R-fx 

A ^l\ ^ 

z, 'e 'Wv ífc 073 



Porque o trapézio é circunscrito temos: 


4 x 9x 

a + b =-+ x t=- f I ..J U 

5 5 4/UC / 

J + \^ í 

Os triângulos retângulos MBA e MHC são congruentes ^ 
jorque o ponto M é a metade de AC e de BH Os ân¬ 
gulos BMA e HMC são iguais. Consequentemente HC P 
é igual a AB. 


Assim sendo DC = b = 2a 











0 triângulo ADC, retângulo nos dá; 

16 x 2 36 x- 

-t -— 325 ou 

25 25 

--——— — 325 x 2 = 6,25 X 25 e 

25 

x = 12,5 

A área do trapézio será: 




As bases de um trapézio medem 16 m e 10 m e a al¬ 
tura 4m. Traça-se uma paralela às bases que o divide 
em dois trapézios equivalentes. Calcular o segmento 
da paralela traçada compreendida entre os lados não 
paralelos. 

C. Naval — 1963 



Chamemos AM de h. 

A área do trapézio ABCD é: 


10+ 16 


X i = 52 m* 
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Suponhamos que a paralela às bases MN seja a reta 
que dividirá o trapézio dado em duas partes equiva¬ 
lentes, isto é, da mesma área ou seja, cada um com 
26 m 2 . 

Teremos: 

10+ x 

S trapézio ABMN =-- X h = 26 m 2 

2 

S trapézio MNDC -—— X (4—h) = 26m 2 

2 

Resolvendo-se o sistema formados pelas duas equa¬ 
ções, encontraremos para o valor do x, que é MN, 
13,34 m. 

22) Dividir um trapézio, por uma linha paralela à base, 
em duas partes equivalentes ou que estejam na relação 
m 

n 


A 



Na figura temos três triângulos semelhantes de bases 
b, x e B, depois de prolongar os lados não paralelos d'o 
trapézio BCDE. 

Podemos escrever 



b a x 2 Ba 
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Para que as partes fossem equivalentes era bastante 
m 

fazer-= loum = n. 


23) As bases de um trapézio são 36 m e 48 m Pede-se o 
„ comprimento da paralela às bases que divide o tra¬ 
pézio em duas partes proporcionais aos números 3 e 5. 

A expressão a que chegamos no exemplo anterior nos 
dá: 

3X 48 2 +5 X 36 2 6912 + 6480 


3 + 5 


13.392 


- 1674 


x = V1674 = 40,9 m 

24) Calcnlar a área de um trapézio do qual conhecemos 
J os quatro lados, a, b, c, d. 



A área do trapézio é 










II 


Na figura, vemos que a altura do trapézio é a mesma 
do triângulo BEC de lados a, c e b — d; lados conhe¬ 
cidos e cuja área pode ser expressa por 

b — d 

bi = - — X h (2) 

2 

Dividindo membro a membro (1) por (2), vem: 


/ b + d 

_—T~ xh 

b —d 


b + d 
b —d 


b + d 

s =-X Si 

b — d 

Si, sendo a área de um triângulo de lados conhecidos, 
será: 


Si = V (P — b)(p—d)(p— d—a)(p—d—c) 
E a área do trapézio 


b + d --- 

S =-V (p—b) (p—d) (p— d—a) (p— d — c) 

b —d 

convém, ressaltar que o p é o semi perímetro do tra¬ 
pézio d« lados a, b, c e d. 

25) Um losango do qual um. dos ângulos vale 60°, está cir- 
cunscrito a um circulo de 9m de raio. Calcular a área 
da superfície compreendida entre o losango e o 
círculo. 

C. Naval — 1961 
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O triângulo AMO é retângulo e tem os ângulos agudos 
de 30° e 60”. O lado OM sendo o raio do círculo vale 
9m e consequentemente a hipotenusa AO, que é a 
metade da diagonal maior, valerá 18 m. Por ser o ân¬ 
gulo A do losango, de 60°, o triângulo ADC é equilá¬ 
tero e como conhecemos a sua altura AO, podemos 
calcular o seu lado, que é a diagonal menor do losango. 
Então 



Sendo a diagonal maior igual a 36 ni e a menor 
12 \/ 3 m, a área do losango será 


d X d’ 
2 


36 X 12 V 3 

2 


= 373,68 m* 


401 











/ 



* ' ; 7 

I 

Por outro lado, a área do círculo é 

S = ir R 2 = 34 l X 81 = 254,34 m a 

A área pedida será 

373,G8 m* — 254,34 m 2 = 119,31 m 2 

26) Dois lados de um triângulo medem 5 cm e 8 cm e for¬ 
mam um ângulo de 60°. Calcular o raio do círculo cir¬ 
cunscrito ao triângulo. 

C. Naval — 1963 



Na figura AC = 8 cm; AB = 5 cm e o ângulo 
CAB = 60°. 

Com o traçado dâ perpendicular CD sobre 
AB, ficaram formados os triângulos retângulos CDA e 
CDB. 

O triângulo CDA tem os ângulos agudos de 30° e 60°, 
portanto AD = 4 cm. Consequentemente DB = 5 cm — 
— 4 cm = 1 cm. 


CD =—= 4 a/ 3 e CD 2 =48 

2 

Então do triângulo CDB, tem-se: 

CB 2 = CD 2 + DB 2 ou 
CB 2 = 48 + 1 = 49 
CB = 7 cm. 
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Para termos a área do triângulo poderíamos es 
crever: 


ou empregar a fórmula 


na qual p = 10 cm. 
Sabemos também que 


e então 


Dado o triângulo ABC, toma-se sôbre o lado 
AB = 21 m, um ponto D. tal que a área do triângulo 
DBC seja o dôbro da área do triângulo ADC. Qual 
o comprimento do segmento AD? 

C. Naval —1959 














O problema diz que 




S = 2 X S 

DBG ^ ADC 


(D 


Mas 


_ *xh e 

DBG 2 

(21 — x) Xli 


S = 

ADC 


2 


( 2 ) 

(3) 


As equações 1, 2 e 3 permitem escrever: 
xh (21 — x) X h 

-— 2X-- e 

2 2 


x 

-=21 — x ou x = 14 m 

2 


Sendo AB = 21 m e DB = 14m, segue-se que 
AD = 7 m. 

Um triângulo retângulo está inscrito num círculo de 
diâmetro 37 cm e circunscrito a um circulo de 5 cm de 
raio Calcular a área do triângulo. 


Sabemos que o diâmetro do círculo circunscrito ao 
triângulo retângulo é a hipotenusa do mesmo 
triângulo. 

Sabemos ainda que 


b-f c — a 
r c=- 

2 

de onde tiramos, por ser r = 5 cm e a = 37 cm 
b + c= 17 cm (1) 
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tratando-se de triângulo retângulo 
37 a = b 2 + c a (2) 

As equações 1 e 2 nos permitem calcular 
bc = 420 cm 2 


e como 



2 


segue-se que 

S = 210 cm 2 

29) As alturas de um paralelogramo medem 3m e 2 m. 
^ Achar os lados do paralelogramo, sabendo-se que o 

seu semi-perímetro é 20 m. 

C. Naval — 1959 



Na figura estão representadas as duas altura s do pa¬ 
ralelogramo, isto é, 2m e 3m. 

O perímetro sendo 20 m, 
a + b = 10 m 

A área do paralelogramo pode ser expressa de duas 
maneiras, isto é: 

S — 3b e &=2a 
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Podemos então escrever 

2a 

3b = 2a ou b =- 

3 


Substiluindo-sc esse resultado na expressão que ex¬ 
prime o semi-perímetro do paralelogramo, vem: 

2a 

a -s= 10 ou 

3 

3a + 2a = 30 e a = 6 m 
Depois disse 


, 2X6 

b !=--= 4m 


30) No quadrilátero abaixo são dados AC —4 dm; 
BD = 10dm. e ângulo BPC = 30°. Calcular a área do 
quadrilátero. 


C. Naval —1959 



-V 




= t/ 


A figura dada no problema não contém as linhas tra¬ 
cejadas e perpendiculares à diagonal BD e bem assim 


m P _ 

as letras m e p e as frações- e- e as letras 

2 2 

maiúsculas M e N. 


Os triângulos CPM e APN, são retângulos e possuem 
um ângulo de 30°, dalii seus catetos CM e AN serem 

m p . 

expressos por - e --, como esta assinalado na 

2 2 

figura. 

A área do quadrilátero ABCD é a soma das áreas dos 
triângulos ADB e CBD. 

Vejamos: 


10 X 


S ADB - 


^BDC 


5p 


10 X 


m 


5 m 


Depois do que ficou dito 


^abcd ' 2 


5 m 

+ ~T~ = 


5 (p 4- rn) 


Como 


p -(- m. = 4 dm 


S 


ABCD 


5X4 

2 


10 d'm 2 


31) Os catetos de um triângulo retâjngulo ABC mede 
AB — 4 cm e AC = 3 cm. Constroi-se sobre AB como 
base, e do mesmo lado de C, o triângulo isósceles ABD, 
equivalente ao triângulo ABC. Calcule a área da su¬ 
perfície comum a esses dois triângulos. 


C. Naval — 1960 


I 
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D 


A altma DM do triângulo ADB é paralela ao eatetc 
AC e igual a ele (dois triângulos de mesma base, para 
terem a mesma área precisam ter a mesma altura). 
DM, como altura de triângulo isósceles divide o lado 
oposto ao meio e então AM = 1,5 e consequentemente 
CD = 1,5 cm. 

Os triângulos ARB e RDC são semelhantes e permitem 
escrever: 


AB 

h 

_ OU 

3 

h 

- — OU 

CD 

h, 

1,5 

hi 

3 + 1,5 

h + hi 

Oll 

4,5 4 

3 

h 

Ll 

3 h 


8 

h =-cm 

3 


A área procurada c a do triângulo RAB, que será: 


8 
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32) Os lados de três octógonos regulares são respectiva¬ 
mente 1, li e 1 2 . Pergunta-se qual deverá ser o lado de 
um octógono para que ele seja equivalente à soma 
dos tres octógonos dados. 

Chamemos de S, Si, S 2 as área s dos octógono s 
dados e cujos lados são 1, P e 1 2 . 

Chamemos de Ss a área do octógono procurado, 
cujo lado representaremos por x. 

As superfícies dos octógonos regulares estão entre si 
como os quadrados de seus lados, então 

" S _ S * _ Sa = 

l 2 l 2 ! 1 2 2 X 2 

Por outro lado 

s + s 1 + s 2 =s 3 

Então 

l 2 + h 2 + 1 2 2 = x2 


x = VI 2 + li 2 + I 2 2 


33) Exprimir a área de um triângulo em função das Ires 
alturas. 

Chamemos h a , h b e h* as tres alturas do triângulo cujos 
lados são a, b ec, 

Podemos escrever as tres maneiras de exprimir a área 
do triângulo. 


S = 


eS = 


e então: 




409 












e ainda 


í - K 
s. 


abc 1 / 

~r = T” = nr ^ 


que nos mostra serem os lados do triângulo a, b, c, pro¬ 
porcionais aos inversos das alturas. 

Quando dois triângulos tem os lados proporcionais, 
são semelhantes; então, o triângulo cujos lados são 
a, b e c é semelhante ao triângulo cujos lados são 


Se chamarmos de S£ a área do triângulo que tem 
para lado^os inversos das tres alturas e que é seme¬ 
lhante ao triângulo cujos lados são a, b e c, pode¬ 


remos escrever: 


Ç 

-= a 2 h„ 2 = b 2 h b 2 = c 2 h 0 

S l 

Considerando, como já foi dito que 
S = —ou ch. = 2S 


(z) 


c 2 h c 2 = 4S 2 ou 


J_ - 


Trata-se, portanto, de calcular Si, que é a área do 
triângulo cujos lados são os inversos das alturas. 

ôi á/UU' eL* .4 
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34) Calcular a área de um triângulo cujas alturas são 
4 cm,; 6 cm e 4,2 cm. 

Os inversos das alturas são: 


4 6 42 

que correspondem aos lados do triângulo cuja área 
vamos calcular de modo a sabermos a área do triân¬ 
gulo cujas alturas foram dadas. 

_ 1 ^ 1 ^ 10 55 


55 

—! n — 

55 

42 

13 

168 

> F 

168 

168 

168 

— b — 

55 

28 

27 



168 

168 

168 

6 


55 

40 

15 


— c = - 

168 

168 

168 



liutàc, peio que foi mostrado no exemplo anterior, 
teremos 


'28224 


27 

y__ 

168 

7056 

540 


168 

= 13 cm 2 


35) Um triângulo que tem para alturas h* s= 3cm, 
h b = 2 mc e h c = 1,5 cm, que valôres terá para 
lados? 















Se calcularmos a área do triângulo, poderemos vir a 
conhecer seus lados, de vez qiie suas alturas são co¬ 
nhecidas. Como vimos 

1 

S =-- 

4 S, 

As alturas sendo 3, 2 e 1,5 os lados do triângulo a 
considerar e que tem para área Si, serão: 


11 2 



Seu perímetro será: 



1 1 



A área Si, será 



Então 



4 Si 


Como 



2 


-- = 3 cm 2 

4 

4 X - 

48 


bh b ch* 

--=-, vem.: 

2 2 
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aX3 

, O 

2 


jh><_ 2 . q _ c X 1>5 
2 ’ 2 


3 = 

0 — 2 cm; b ;=: 3 cm; c — 4 cm 
3C>) Qual é a superfície do círculo, inscrito num sector 


de 60 o ? 



Para inscrever um círculo num setor circular, traca- 
-se uma tangente DBE pelo ponto B, meio de DE ou 
do arco ABC, de modo a termos um triângulo ODE. 
A seguir teremos que inscrever um círculo no triân¬ 
gulo OED, com raio igual a BM. 

Por ser um setor de 60°, o triângulo OED é equi¬ 
látero. 

Assim sendo, a altura, a bissetriz e a mediana se en¬ 
contram em M, que fica situada a Vs d'e B0, distância 
essa que é o raio do círculo inscrito. Então a área do 
círculo inscrito será 

S = 7 J- BM 2 ou 

s = „x (52.) ’= 

' 3 / 9 
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87) De cada vértice de um quadrado de lado r. como 
ceutro, descreve-se um quarto de círculo. Qual é a 
i área da superfície quadrangular curvilinea EFGH, 
compreendida entre os quatro arcos que se cortam 
dois a dois? 


Oa arcos EF, FG, GH e HE, iguais, são a terça parte 
dos arcos de um quarto de circunferência traçados e 
portanto valem 30°. 

As cordas GF, EF, EH e GH, iguais, representam o 
lado do dodecágono regular inscrito. 

A área procurada é aquela do quadrado EFGH, acres¬ 
cida de quatro vêzes a área do segmento FMG, por 
exemplo. 

Teremos então. 

Ápea do quadrado de lado igual ao do dodecágono. 


Área do segmento de FMG de 30°, no círculo de raio r 


O quádruplo dessa área será 


À área pedida será 



r*|> + 3(1-V3)] 

_ 3 — 

33) As áreas de dois círculos concêntricos estão entre si 
na razão de 6 / s . A área do trapézio circular de 45° é 
de 300 m 2 . Calcular os raios desses dois círculos. 



O trapézio circular é o tracejado na figura. 
Sua área é dada por: 

7 t n 

S =—-(R 2 — IV) 

360 


Então 
















Por outro lado o problema diz que 


7 rR’ 

5 

_ —- ou 



77 R 2 

8 



Ri 3 

5 

— ou 

R 2 

8 

R 2 

8 

Ri 3 

5 

R 2 — 

1 

00 

11 

H 

r-H 

ou 



R 2 8 

2400 


__ = _L e R 2 = 2038,21 

R 2 8 

e R = 45,1 m 

Então 

Ri 2 = 2038,21 — 764,33 = 1273,88 
Ri = 35,7 m 

39) A superfície de um triângulo retângulo é 726 m 2 
a hipotenusa tem 55 m. Calcular os dois catetos. 

O problema dá 

- bC - = 726 (1) 

2 

Temos a relação 

a 2 =' b 2 -j- c 2 ou b 2 + — ^5 2 

Da igualdade (1) tiramos 
2bc = 2904 (3) 
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Somando-se as igualdades ( 2 ) e ( 3 ). vem: 

b 2 + 2bc -f c a = 3025 + 2904 ou 
(b + c ) 2 = 5929 e b + c = 77 ( 4 ) 

Subtraindo-se da igualdade (2) a igualdade (3), vem 

b 2 + c 2 — 2bc =r 3025 — 2904 ou 
(b — c) a -= 121 e b — c = 11 ( 5 ) 

Temos então as igualdades (4) e (5), que formam 
um sistema, que resolvido dá 

b = 44 m e C = 33 m 

^ 40) / Duas circunferências concêntricas formam uma coroa 
circular de 25,1328 m 2 . A largura da coroa é de 2m. 
Pede-se o raio de cada uma circunferência. 

A área da coroa é; 

S<= 77 (Rí-r 2 ) 

O problema diz que 

R — r = 2 ou R = 2-f r 

Então: 

S= Ti [ (2 + r) 2 —r=j ou -ÜL = 4r -f 4 ou 

Tf 

s 

-4 = 4r e 


Tf 
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20,1328 

—-1 = 1 m (aproximadamente) 

4X3,1416 

Então: 

R = r + 2 = 3 m 
EXERCÍCIOS A RESOLVER 

1) Qyal ,a área de., um quadradõ _ cu]õ~perímetro vale 
40 cm? 

Resp.: 100 cm- 

2) Achar a área de um paralelogramo que tem um ângulo 
de 120° formado por lados que medem 2 m e 3 m 
respectivamente. 

Resp-: 5,1960 m - 

' : 3) Quais as dimensões de um retângulo cuja área é de 
32 cm 2 * * * 6 7 , sabendo-se que a razão da base para a altura 
é 4. 

Resp.: altura: 2,828m 
base: 11,312 cm 

I) Calcular a área de um retângulo sabendo-se que sua 
diagonal é 5 m e o perímetro 14 m. 

C. Na Vaí — 19.^3 Resp.: 12 m 2 

5) A área de um triângulo c 60 m 2 e a altura 7,5 m. Cal¬ 
cular a base. 

Resp. : 16 cm 

í ; 

6) Qual a área de um quadrado inscrito num círculo de 
raio igual a V 8 metros? 

C. Naval — 1957 Resp.: 16 m 2 

7) Calcular a área de um triângulo equilátero de 48 cm 
de altura. 

. Resp. : 1328,64 cm 2 






Calcular a área de um losango cujo perímetro vale 
8 m e uma diagonal 2 m. 

Resp.: 3,4640 m 1 

As bases de um trapézio isósceles medem respectiva¬ 
mente 10 m e 16 m e os lados não paralelos 5m. 
Calcular a sua área. 

Resp.: 52m a 


Calcular a área de um triângulo cujos lados são 3 m, 
4 m e 5 m, sendo o raio do círculo inscrito nesse triân¬ 
gulo igual a 1 m. 

Resp.: 6 ma 


Calcular à área de um triângulo d'e lados 6 m, 8 m e 
10 m inscrito em um círculo de raio 5 m. 

: . Resp.: 24 m 2 


Observe a figura: Você vai calcular a área do pen¬ 
tágono..OABCD mediante parcelamento dessa área 
em duas outras, sabendo-se que O A = 2,5 m == R (raio 
do círculo circunscrito) AD = lado do 'triângulo 
equilátero inscrito. BC = OA e BC paralela a AD. 










13) Dado o triângulo retângulo ABC pede-se determinar 
DC de modo que o triângulo CDE seja equivalente 
ao trapézio DEAB, sabendo que AC = 3m; AB = 4m 
e DE paralela a AB. 


C. Naval — 1955 


14) Num triângulo retângulo de 30 m 2 de área e 30 m de 
perímetro, calcular os raios dos círculos inscrito e 
circunscrito a esse triângulo. 

E.N.C. Dutra —1953 Resp. : R = 6,5mcr = 2m 

15) Calcular a área do triângulo cujos lados são 7 cm; 
8 cm e 9 cm. 

Resp.: 26,83 cm 1 

16) Calcular a área, em centímetros quadrados, de ura 
triângulo retângulo, cujo perímetro tem 1200 cm e a 
altura sobre a hipotenusa, 2,4 m. 

E.M. — 1938 Resp.: 60.000 cm 2 

17) Achar o perímetro de um triângulo equilátero circuns¬ 
crito a um círculo, sabendo-se que a área do hexágono 

regular inscrito no mesmo circulo, é igual a 24 >/ 3 
melros quadrados. 

E.N.C. Dutra — 1950 Resp.: 41,57 m 

18) Num círculo circunscrito a um hexágono regular de 

apotema V3 cm, está inscrito um decágono regular. 
Achar a área do decágono. 

E.N.C. Dutra — 1949 Resp.: 11,7420 cm» 

19) Um trapézio está inscrito em um círculo de diâmetro 
12 m. A projeção de um dos lados não paralelos do 




trapézio sobre o diâmetro é igual a 3m. 
área do trapézio. A ' 


Achar a , ^ 


E.N.C. Dutra — 1950 Resp.: 46,76 m 2 


20) Num trapézio isósceles a base maior mede 14 m; a 
base média 10 m e a área 30 m 2 . Calcule o perímetro 
desse trapézio. 

I.E. — 1951 Resp.: 30 m 


21) As duas bases de um trapézio teem 20 m e 30 m e a 
altura 12 m Calcular a superfície do triângulo for¬ 
mado pela menor base e os prolongamentos dos lados 
não paralelos. 

C. Naval — 1952 Resp.: 240 m 2 

22) Em um trapézio a soma das bases é 13m; a base 
menor mais a altura é 8 m e a base maior mais a al¬ 
tura 11 m. Determinar sua área. 

C. Naval — 1953 Resp.: 19,50 m 2 

ABCD é um trapézio isósceles com 30 m 2 de área e 
cujas bases AB e CD são iguais aos lados do triângulo 
equilátero e do hexágono regular inscrito num círculo 
de raio 6 m. Calcular a área do menor triângulo que 
se obtem prolongando os lados não paralelos desse 
trapézio até se encontrarem. Jí&f* 

C. Naval — 1961 Resp. : ^ 

24) Achar a área de um trapézio retângulo cujas bases 
medem 32 cm e 12 cm, sendo um dos ângulos de 30°. 

~~ C. Nav al — 1959 Resp. : 254,33 cm 2 


23) 


25) Um trapézio isósceles circunscrito a um circulo tem 
156 m 8 de área; a soma de suas bases vale 26 m. Cal¬ 
cular os lados desse trapézio. 

C. Naval — 1959 Resp.: 8m; 18m; 

13m; e 13m 
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26) Em um trapézio ABCD, AB = 10 m, BC = 7 m, 
CD = 5m e DA = 6 m. Calcule a área desse trapé¬ 
zio sabendo-se que a base maior é AB. 

C. Naval — 1958 Resp. : 43,2 

27) Achar a área de um trapézio irósceles cuja base maior 
é 22 cm, cuja altura é 8 cm e cujos lados não para¬ 
lelos são iguais à base menor. 

E.N.C. Dutra — 1949 Resp.: 128 cm 2 

28) Dá-se o trapézio ABCD de bases AB = 6m; CD = 4m 
e a altura h = 3m. Seja O o ponto de interseção 
de suas diagonais Calcule a área do triângulo COD. 

C. Naval — 1958 Resp. : á.i m* 

, - • -- / . 

29) Um triângulo e um trapézio da mesma altura tem a 
mesma área. Calcule a base média do trapézio, sa¬ 
bendo-se que a bare do triângulo mede 18cm. 

I. E. — 1955 Resp.: 9 cm 

30 — As bases de um trapézio medem 60 m e 40 m, res- 
pectivamente e a altura 20 m. Uma paralela às bases 
divide o trapézio em duas partes, cujas áreas estão 
entre si na razão de %. Calcular o comprimento dessa 
paralela. 

Resp. : 49,58 m 

31) As diagonais de um losango formam com um lado 
ângulos que guardam a razão x /z. Sendo a maior dia¬ 
gonal igual a 20 m, calcular a área do losango. 

I.E. — 1952 Resp : 115,40 m* 

32) Um, losango está inscrito num círculo cuja área é 
igual a 77 -mí Calcule a área do losango. 

I.E. — 1952 Resp: 2 m 2 

33) Dado o hexágono regular ABCDEF, calcular a área 
do trapézio ABCD, sabendo-se que AB mede 6m. 

C, Naval — 1959 Resp.: 46,71 m 2 


3!) Num circulo de 5 dm de raio inscreve-se um retân¬ 
gulo. Determine a área desse retângulo sabendo-se que 
a razão entre a base e a altura é V*. 


of* 

h 35 ) 


f 36) 



I.E. — 1953 Resp.: 48 dm* 

Num triângulo isósceles os lados iguais valem 10 m 
cada um. A projeção de um dos lados igüais sobre 
o terceiro lado é 6 m. Calcular a área desse triângulo. 

C. Naval — 1953 . . Resp.: 48 m* 

O ponto de contacto com a hipotenusa de um cír¬ 
culo inscrito num triângulo reíângulp, determina so¬ 
bre a mesma, segmentos de 5 cm e 4xm. Qual a área 
do triângulo. gxx ’ 0’ 

C. Naval — 1961 , Resp. : j 20,115 cm* 

Çonstroem-se sobre os lados de. um triângulo equilá¬ 
tero ABC de lado 10 m, trés quadrados. Ligam-se os 
vértices dos quadrados por segmentos rectilíneos. De¬ 
terminar a área da figura' obtiàa 

C. Naval — 1959 . j Resp. : c 


38) O retângulo formado por dois lados opostos de um 
hexágono regular e duas .diagonais paralelas !em 

16 V 3 cm 2 de área. Calcule q raio do 'cfrculo cir¬ 
cunscrito. 

u C. Naval —1960 Resp.: 4 cm 

À 39) Calcule o raio do círculo inscrito no triângulo cujos 
lados medem respectivamente 7 m, 8 m e 9 m. 

^ '*C._Naval — 1958 Y : ,. „Resp. : 2,236 m 

40) A corda CD é ortogonal ao diâmetro AB de' um cír¬ 
culo e divide o diâmetro em segmentos que medem 
5 m e 20 m. Calcule a área dó triângulo ABC. 

C. Naval -- 1958 ' ' Resp.: 125 m 2 


423 










í 


41) O perímetro de um triângul® equilátero inscrito em 

um círculo mede 12 V 3 cm. Calcule a área dêsse cír¬ 
culo . 

I . E. — 1955 Resp. : 50,24 cm 2 

42) Um triângulo é equivalente a um retângulo cujas di¬ 
mensões medem õm e 8m, respectivamente. A base 
do triângulo c igual à diagonal do retângulo. Calcular 
a altura do triângulo. 


E.N.C. Dutra — 1948 


Resp.: 9,6 m 


^ 43) As áreas de dois triângulos equiláteros são 108 V 3 

o rq, decimeiros quadrados Qual é a razão entre as alturas 


dos triângulos? 
I.E. — 1952 


Resp. 


44) O ângulo A de um triângulo ABC, mede 45°; o lado 
AB tem 6 m e o lado AC, 12 m. Sobre AB, a partir 
de A, toma-se AD = 2 m e traça-se DE paralela a 
AC. Calcule a área do trapézio DACE. 

I.E. — 1952 Resp.: 14,11 m 2 

45) Um polígono regular tem 40 m 2 de área e 8 m de perí¬ 
metro. Calcular a área do círculo inscrito. 

C. Naval—'1951 Resp: 314 cm 2 

46) Calcular a circunferência de um círculo circunscrito 
a um quadrado de 128 m 2 de superfície. 

C. Naval — 1952 Resp. : 50,2656 m 

47; Calcule a área do círculo no qual está inscrito um 
quadrado de área igual a 50 m 2 . 

I.E. —1951 Resp.: 78,50 m 2 

48) Dois círculos de raios R e r são tangentes exteriores. 
Calcular em função de R e r, a área do quadrilátero 
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determinado pelo segmento da tangente comum, pelos 
raios nos pontos de tangencia e pela linha dos centros. 

C. Nava l — 1963 Resp. : (R -f r) \/Rr 

19) Calcule a área do menor dos segmentos circulares 
cuja corda é o lado do hexágono regular inscrito nes- 
re círculo cujo raio mede 6 m. 

G. Naval — 1958 Resp. : 3,27 m 2 

50) Num circulo de 4 m de diâmetro traça-se uma corda 
igual ao raio. Calcule as áreas dos dois segmentos 
circulares em que o círculo ficou dividido por essa 
corda. 

I.E. — 1953 Resp.: 0,36 m 2 e 12,20 m 2 

51) Um quadrado está inscrito num circulo de raio 
-metros. 

V ~^2 

Calcule a área do segmento circular, cuja corda é o 
lado do quadrado. 

C. Naval — 1957 Resp. : 0,25 m 2 

52) Na figura abaixo OA e OB são raios da circunferên¬ 
cia e medem 12 m. AC é perpendicular à tangente BC, 
Calcule a área da figura OBCA, sabendo-se que o ân¬ 
gulo AOB = 60°. 
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53) Qual c o comprimento do àrco de um setor de 28,48m* 
de superfície e de 7,12 m de ráio. 

C. Naval — 1952 Resp. : 8 m 

54) A flexa correspondente ao menor arco de uma circun¬ 
ferência, subtendido pela corda de 3 m de compri¬ 
mento mede 0,5 m. Qual o excesso da área do retân¬ 
gulo sobre a área do triângulo isósceles inscrito neste 
círculo e que íem para base a corda dada. 

C. Naval — 1959 Resp.: 5,25 m 2 

55) Um arco AB tem para comprimento 80 cm e as tan¬ 
gentes em A e B formam um, ângulo de 144°. Calcular 
a área do círculo. 

..... Q- Naval — 1959 Resp.: 50955,41 cm 2 

56) Dado um triângulo equilátero ABC, com 6 cm de lado 
traça-se um círculo de diâmetro BC qü.e encontra 
os lados AB e AC. Calcule a área da porsão do circulo 
exterior ao triângulo ABC- 

C. Naval — 1960 Resp.: 15,75 cm 2 

57) Os raios de dois círculos concêntricos medem 5 m e 
2xu, respectivamente. Calcular a área da coroa cir¬ 
cular. 

E. N. C. Dutra — 1948 Resp .: 65,94 m 2 

58) Num círculo de raio R um arco de 4°30’ mede 1,57 dm 
Calcular a área do cíixulo (n — 3,14). 

E.N.C. Dutra — 1953 Resp. : 1256 dm 2 

59) O comprimento da circunferência externa de uma 
coroa circular é de 9,42 m. Sabendo-se que a dife¬ 
rença dos i-aios das circunferências externa e interna 
é 0,5 m, calcular a área dessa coioa 

C. Naval — 1953 Resp. : 3,9250 m 2 
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60) Dividir um circulo de raio R = 10 m em duas partes 
equivalentes, empregando um circulo concêntrico. 
Qual o raio r do círculo interno. 

C. Naval — 1959 Resp.: 7,05 m 2 


A soma dos raios de duas circunferências é de 7 m 
e sua razão é 6. Calcular a área da coroa circular. 

C. Naval — 1959 Resp. : 109,90 m 2 


Num quadrado, cujo lado mede 6m, inscreve-se um 
círculo, nesse círculo inscreve-se um triângulo equi¬ 
látero e nesse triângulo inscreve-se uni círculo. Pe¬ 
de-se calcular. 


1. °) A diagonal do quadrado. 

2. °) O apotema e a área do triângulo equilátero 

3. °) A área da coroa circular, limitada pelos dois 

circulos. 

E.N.C. D. — 1947 Resp.: diagonal 8,484 m 

apotema 1,5 m 
ái-ea tri. 11,70 m 2 
área cor. 21,1850m 2 

Na figura AB e CD são diâmetros perpendiculares de 
um circulo de raio 6 cm. Do ponto A, como centro e 
raio AC, traça-se o arc CMD. Calcular a área tra¬ 
cejada. 














Calcular a área do quadrilátero formado pelas bisse 
trizes dos ângulos internos do retângulo cujas dimen- 
sões são 10 m e 6 m. 

C. Naval — 1959 Resp. : 8 nr 


A figura ABCDEF é um hexágono regular com 5 cm 
de lado. AA’ = BB’ = CC' = DD’ = EE’ = FF = 5cm. 
Calcular a área do hexágono A’B’C’D’E'F. 


f^JhPP' A 

C. Naval — 1960 


Resp. : 194,625 cm 


66) Um triângulo equilátero ABC tem 60 m de perímetro 
Prolonga-se a base BC e sobre esse prolongamento 
toma-se CS=12m Une-se o ponto S ao meio M do 
lado AB. Calcular a área do quadrilátero BCGM. 

(Thiré) ^ Resp.: 110,21 m 2 

67) Os lados de tres pentágonos regulares são respectiva¬ 
mente 3 m, 4 rri e 12 m. Pede-se o lado do pentágono 
que seja equivalente à som,a dos tres pentágonos dados 

Resp. : 13 m 

68) Calcular a razão entre as áreas dos dois segmentos 
de círculo CBD e CED, sabendo que a corda CD 
passa pelo meio do raio AB que lhe é perpendicular. 

Resp. : 0,24 


69) Calcular a razão entre as áreas do hexágono regular 
inscrito em um círculo e do triângulo equilátero cir¬ 
cunscrito ao mesmo círculo. 

1 

Resp .: - 

2 

70) Sobre cada um dos lados de um quadrado, como diâ¬ 
metro e no interior do quadrado, descrevem-se semi- 
circunferências que determinam uma rosacea de qua- 
to falhas. Calcular a área da rosacea sendo o lado 
do quadrado V2 dm. 

Resp.: 2,2832 dm* 

71) Calcular a área de um triângulo cujas alturas são; 
3 cm; 4 cm e 2,4 cm. 

Resp. : 6 cm* 

2) Qual é a superfície de um circulo inscrito em um 
setor de 90° de um círculo de raio 3 m? 

Resp. : 5,0868 m- 

73) Qual a área de um círculo inscrito em um setor de 3ni 
*de raio e de 120° de amplitude. 

Resp.: 6,7824 m» 

74) Dão -se tres círculos iguais, tangentes dois a dois; ex¬ 
primir a área da superfície curvilinea compreendida 
entre os tres círculos, de raio 5m. 

Resp. : 4 m 2 


75) Os centros de quatro círculos iguais, tangentes dois a 
dois, são os vértices de um losango cujo lado é igual 
a uma das diagonais, calcular a superfície curvilinea, 
compreendida entre os quatro círculos, sabendo que 
é de 3 m o raio dos círculos. 

Resp.: 2,88 m 2 
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/b) 1 omandose cada vértice de um triângulo eqr"' 'ro 

* por centro e o raio igual ao lado descrevem-sc tres 
arcos, de modo a obter-se um triângulo equilátero 
curvilíneo. Calcular a área da figura considerando o , 
lado do triângulo igual à 5 m. 

Resp.: 17.tr 

77) De cada vértice de um quadrado, de 4m de lado, comi 
centro, descreve-se um quarto de círculo com o raio 
igual ao lado do quadrado. Calcular a área da rosacea 
assim formada. 

- --- Resp.: 5,06 m 2 

78) A área de um pentágono regular é o quádruplo da 
área do outro pentágono regular. O perímetro do 
primeiro é 40m. Calcular o lado do segundo. 


I.E. — 1951 


Resp. 


São dados dois triângulos semelhantes T e T\ sendo 
S a área do prinieiro e Si a área do segundo. O lado 
li do triângulo T, é igual ao segmento áureo do ladoJ(, 
homologo, do triângulo T. Determinar a razão entre 
.S e S,. * 


E.N.C. Dutra — 1953 


Resp. : 


3 + V5 


80) A área de um polígono mede 10 metros quadrados 
Determinar a área do polígono semelhante cujo 
perímetro é tres vezes maior. 

C. Naval — 1951 Resp. : 90m 2 

81) A área de um polígono mede 1 800 m 2 ; calcule a área 
de um polígono semelhante sabendo que a razão da 
semelhança do primeiro para o segundo é 3 para 2. 

E.N.C. Dutra — 1955 Rksp.: 800 m 2 












